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PRÉFACE 


Cet Ouvrage qui fait suite à mes Élémens de 
Calcul différentiel et de Calcul intégral , est des- 
tiné à rassembler dans un cadre peu étendu, 
les principes sur lesquels repose la Mécanique. 
Les progrès que l’on peut faire dans cette science, 
dépendent tellement de ces principes , que les 
problèmes les plus compliqués n’en sont en quel- 
que sorte que des applications. 

La Mécanique, à différentes époques, a subi de 
grands changemens. Ce n’est que lorsqu’on a 
fait usage du Calcul différentiel , qu’on a pu ré- 
soudre avec quelque succès, les problèmes qui 
concernent le mouvement des corps, puisque 
les données primitives de ces sortes de problèmes, 
qui sont la vitesse et la force accéléra trice, ont 
pour expressions des coefficiens différentiels. On 
s’ostborné long-tems, dans les livres élémentaires, 
à n’employer les équations du mouvement que 
dans l’hypothèse où il s’effectue dans un même 
plan; mais pour envisager les choses sous un 
point de vue plus général , il était nécessaire de 
considérer les corps comme se mouvant d’une 
manière quelconque dans l’espace. Alors la 
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Géométrie analytique à trois dimensions est de- 
venue indispensable dans la Mécanique; et c’est 
depuis qu’elle y a été introduite que les élémens 
de cette science sont parvenus à leur dernier 
période. Toutes ses parties se sont mieux co- 
ordonnées; et, parla généralité des méthodes, on 
a pu réunir beaucoup de choses dans un court 
espace: avantage d’autant plus précieux, qu’on 
ne saurait trop ménager le tems qu’exige la cul- 
ture d’une science dont le domaine s’accroît tous 
les jours. 

Cet usage où l’on est de beaucoup généraliser, 
fait que les Géomètres s’attachent peu mainte- 
nant à donner de longs développemcns à leurs 
démonstrations. Malgré cela, je n’ai pas craint 
d’entrer dans de grands détails sur les opéra- 
tions. Il est certain que ces transitions brusques 
qui déroutent le lecteur, nuisent rarement à 
l’auteur; car le lecteur attribue presque toujours 
l’embarras qu’il éprouve, à la difficulté inhérente 
à la matière qu’il étudie. 

«r 

Quelqu’un a prétendu qu’en donnant trop d’ex- 
plications, je ne laissais rien à faire à l’esprit, 
tandis qu’en lui dérobant certaines choses il eût 
trouvé des difficultés à vaincre, et se fût fortifié 
par cet exercice. Je répondrai à cela , que les 
jeunes gens qui se livrent à l’étude des Mathé- 
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matiques ne sont pas tous doués de cette force 
d’esprit nécessaire pour l’invention, ni d’une 
patience assez forte pour persévérer dans des re- 
cherches pénibles : rebutés par ces essais , ils 
abandonnent une science qu’ils auraient pu cul- 
tiver avec avantage. Il en est d’autres qui avec 
plus de ténacité , se faussent l’esprit parce qu’ils 
manquent de principes. Ils croient suivre un rai- 
sonnement lorsque l’analogie seule les guide ; ou, 
en marchant au hasard ; ce n’est souvent qu’à 
force de retourner un calcul qu’ils parviennent au 
résultat désiré. II en est bien autrement de] celui 
qui s’accoutume de bonne heure à une marche 
méthodique : ses facultés s’accroissent à mesure 
qu’un ouvrage le fait penser davantage; et bien- 
tôt cette habitude qu’il a contractée de se rendre 
raison de tout, servira à le diriger lorsqu’il sera 
abandonné à ses propres forces. 

% 

La Statique exigeant moins de connaissances 
que les autres parties de la Mécanique, est celle 
qui est le plus cultivée ; je me suis attaché parti- 
culièrement à en développer la théorie et à don- 
ner des méthodes simples pour déterminer les 
centres de gravité par le Calcul intégral. Quant 
aux machines, je les ai traitées avec beaucoup 
de brièveté, sans cependant rien omettre de ce 
qui concerne leurs propriétés principales. 
r 
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viij PRÉFACE. 

La loi d’inertie fait l’objet des premières con» 
sidérations par lesquelles j’entre en matière 
dans la Dynamique , et sert d’introduction à la 
théorie des divers mouvemens rectilignes. Je 
démontre les équations de ces mouvemens en 
partant de la définit ion même de la vitesse et de la 
force accélératrice; et je m’attache surtoutà bien 
faire saisir le vrai sens que Ton doit attribuer à 
ces mots , ce qui est d’autant plus utile que la 
mise en équation de la plupart des problèmes 
de Dynamique, dépend de la connaissance par- 
faite que l’on peut avoir de ces premières no- 
tions. 

Le mouvement qui s’effectue en ligne droite 
offre diverses circonstances qui donnent lieu à 
autant de problèmes. C’est là que l’on commence 
à voir comment les équations du mouvement en 
font connaître toutes les propriétés, lorsqu’on 
peut parvenir à les intégrer. 

Je considère ensuite le mouvement d’une ma- 
nière plus générale, en supposant qu’il s’effectue 
suivant une ligne courbe. Je cherche l’expres- 
sion de la vitesse dans celte nouvelle hypo- 
thèse; et , m’appuyant sur le principe du paral- 
lélipipède des vitesses, je parviens aux équations 
qui servent à déterminer le mouvement d’un 
point matériel dans l’espace. 
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La combinaison de ces équations nous con- 
duit à une propriété très-curieuse de la vitesse, 
et nous fait reconnaître plusieurs lois de la nar 
ture. 

\ 

Lorsqu’on applique ces équations à des cas 
particuliers , les plus simples qui se présentent 
sont ceux dans lesquels la force accélératrice est 
nulle ou constante. Le premier de ces cas ap- 
partient au mouvement uniforme , et le second 
nous conduit à la recherche du mouvement d’un 
• corps, qui, étant lancé dans l’espace, serait at- 
tiré vers un centre fixe. Ce problème n’est autre 
chose que celui des projectiles dans le vide ; je 
l’examine dans toutes ses circonstances. 

i 

Je considère ensuite, les projectiles dans un 
milieu résistant. On n’a pu intégrer jusqu’ici , 
sous Tonne finie, les équations différentielles de 
la courbe qu’ils décrivent ; mais à l’aide de ces 
équations on peut la construire par points. Cette 
construction était un objet assez peu éclairci 
dans les ouvrages qui ont précédé le mien, et 
je crois l’avoir expliquée d’une manière d’autant 
plus satisfaisante , que je ne me suis pas servi des 
infiniment petits. 

Dans ce qui précède, le mouvement n’agissait 
que sur un seul corps. On peut demander main- 
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tenant quels en s les effets, lorsque plusieurs 
corps se rencontrent : ce qui amené à consi- 
dérer le choc des corps , le principe de la con- 
servation de leur centre de gravité et le prin- 
cipe de la conservation des forces vives. Il y 
eut autrefois une dispute célèbre sur les forces 
vives 5 j’en parle , non pour rappeller une contes- 
tation sur laquelle on. est d’accord, mais pour 
donner une idée précise de la notion des forces 
vives. 

Jusqu’ici les corps ont été supposés agir 
librement. Il était utile de considérer encore 
leurs mou vemens lorsqu’ils sont assujétis par des 
forces qui les empêchent de s’écarter de cer- 
taines courbes. Cela me donne lieu de parler 
de la force centrifuge , des propriétés curieuses du 
pendule, et du tautochronisme de la cycloïde. 

Enfin, les corps d’un système pouvant être 
altérés les uns par les autres dans leurs mou- 
vemens, cette circonstance rendrait inapplicables 
les principes que nous avons expliqués, si nous 
ne surmontions cet obstacle a l aide du fameux 
principe de d’Alembert. Ce principe était d autant 
plus difficile à démontrer, que sa noüon en est 
plus simple. 

Après avoir donné diverses applications de ce 
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principe , je m’en sers pour e^liquer successi- 
vement le mouvement de rotation d’un corps, les 
propriétés du pendule composé, et le double mou- 
vement que prend un corps qui par l’action d’une 
force quelconque, est entraîné dans l’espace. 

Ne voulant donner que des notions élémen- 
taires sur les fluides , je me suis borné à en 
démontrer les équations générales, et à rendre 
cette démonstration aussi complète qu’il est pos- 
sible ; je montre par diverses applications l’usage 
que l’on peut faire de ces équations, lorsque les 
fluides sont incompressibles ou élastiques; je 
traite en particulier le cas le plus important qui 
est celui des fluides pesans; enfin je termine 
cette matière par la théorie de la mesure des 
hauteurs , à l’aide du baromètre , et je parviens 
d’une manière très -simple et tirée de nos prin- 
cipes, à la formule la plus usitée. 

Tel est le plan que j’ai suivi : on voit que 
mon but a été de faire un choix des propo- 
sitions les plus simples et les plus fondamen- 
tales de la Mécanique, et de les présenter dans 
un ensemble qui en fasse saisir la liaison mu- 
tuelle, ce qui deviendrait difficile dans un traité 
plus compliqué. 
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ÉLÉMENS 

DE MÉCANIQUE. 


PREMIERE PARTIE. 


STATIQUE. 


NOTIONS PRELIMINAIRES. 



1 . L a Mécanique est la science qui traite des lois de 
l’équilibre et de celles du mouvement. La Mécanique appli- 
quée aux solides se divise en Statique et en Dynamique , 
suivant que l’on considère ces solides en équilibre ou en 
repos. 

La Mécanique appliquée aux fluides , 'contient aussi deux 
parties , l’Hydrostatique qui est la statique des fluides , et 
l'Hydrodynamique qui nous fait connaître les propriétés 
qui résultent du mouvement de ces fluides. 

a. La Statique ayant pour but de déterminer les lois da 
l’équilibre des Corps , cet équilibre peut toujours être censé 
produit par la destruction mutuelle de plusieurs forces. 

5. On appelle farce ou puissance toute cause qui im- 
prime à un corps ou à un point matériel le mouvement ou 
une tendance au mouvement. 

i 
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3 STATIQUE. 

4 - Lorsqu’une force agit sur un point matériel , elle peut 
le faire de deux manières : on en entraînant le point vers . 
elle , 6u en le poussant d’un côté opposé. Nous adopterons 
la première hypothèse toutes les fois que nous ne prévien- 
drons pas du contraire. 

f>. Un point matériel étant sollicité par une force unique , 
doit naturellement se mouvoir en ligne droite ; car il n’y 
a aucune raison pour qu’il aille plutôt à droite qu’à gauche : 
ainsi nous supposerons encore qu'une force unique appli- 
quée à un point matériel , le fasse mouvoir en ligne droite. 

6. Cette droite suivant laquelle une force agit, est la 
ligne de direction. # 

7. L’effet d’une force dépend , i°. de son intensité ; 
2°. de son point d’application ; 3 °. de sa direction ; 4 ’- du 
sens dans lequel elle agit suivant cette direction. 

8. L’intensité d’une force est sa faculté plus ou moins 
grande à imprimer le mouvement. 

9. Il est certain que si deux*forces directement oppo- 
sées tiennent un point matériel ou une droite inflexible en 
équilibre , l’intensité de l’une de ces fortes peut être ar- 
bitraire , pourvu qu’on donne à l’autre la même intensité. 
Ce que nous .disons de deux forces pouvant s’appliquer à 
plusieurs on voit qu’il suffit de connaître les rapports des 
forces et non leurs valeurs absolues pour établir les condi- 
tions de l’équilibre. 

t 0. Ayant pris une force pour unité , on dit qu’une autre 
force lui est égale , lorsque lui étant directement opposée, 
elle la tient en équilibre. 

Deux forces égales appliquées à un même point matériel 
et agissant dans la même direction et dans le même sens , 
constituent une force double : cette force deviendra triple , 
si elle résulte de la réunion de trois forces égales , et ainsi 
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NOTIONS PRÉLIMINAIRES. 3- 

de suite ; de sorte que les forces croissent somme leur» 
intensités. 

• il. L’unité de force étant arbitraire , on peuf la repré- 
senter par une partie quelconque de sa direction. 

îa. Il est à observer que lorsqu’une force est appliquée 
à un corps , tous les points de ce corps étant liés entr’eux , 
l’un ne peut se mouvoir sans entraîner les autres ; par con- 
séquent une force appliquée à un point A( Eg. i ) , aura le Fig- *• 
même effet que si elle était appliquée à tout autre point 
M pris sur la direction AB de cette force. 

Lors même que l’on ne considérerait pas un corps , on 
peut Concevoir la ligne de direction comme composée de 
points mathématiques , et l’on sent que l’un de ces points 
ne peut se mouvoir sans entraîner les autres. 

1 3 . 11 suit de l’article précédent que si sur la ligne de di- 
rection on place un obstacle invincible, la force n’aura 
aucun effet. 

14. Le point d'application d’une force est connu lorsque 
les coordonnées de ce point le sont. 

1 5 . A l’égard de la direction de cette force , menons par 

son point d’application M ( Eg. a ) , trois axes Mx , My et Fig. s. 
Ma parallèles aux axes coordonnés que nous supposerons 
rectangulaires ; il est certain que la ligne de direction sera 
déterminée de position lorsque l’on connaîtra les angles « , 

C > y qu’elle fait avec les axes Mx, My et Ma : or , il y a 
une relation nécessaire entre ces angles , et l’on sait quelle 
est donnée par l’équation 

cos“« -j- cos*C -j- cos’y = 1 (*) ; 
cette équation nous donne 

cos y = ± y' 1 — cos'-W— cos a C (1) , 

(') Pour le démontrer, noient * ,jr , * ((ig. 3 ) les coordonnées MP, Fig. ï. 

!.. 
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4 STATIQUE. 

ce qui nous apprend que l’un des trois angles que Fait là 
ligne de direction avec les axes Mxj My et Mas, est déter- 
miné lorsque les, deux autres angles le sont. Le double signe 
qui affecte le radical nous indique que le cosinus du troi- 
sième angle peut être arbitrairement positif ou négatif. Par 
• conséquent les conditions du problème dpivent nous faire 
connaître si cet angle est aigu ou obtus : dans le premier 
cas , il faudra prendre le radical avec le signe positif , et 
dans le second , il faudra lui donner le signe négatif. 

1 6. La détermination de9 signes de ces cosinus étant très- 
importante , nous allons traiter plus particulièrement cette 
Fig. 4. question. Si la ligne de direction AB ( fig. 4 ) était, dans 
le plan des x , y , il est certain que pour .déterminer sa 
position , il suffirait de faire croître l'angle « depuis o 
jusqu’à 4 00# j alors les sinus et cosinus de l’angle « feraient 
connaître la position de AB ; mais au lieu d'imaginer un 


PQ, QD d’un point quelconque D pris sur la ligne de direction MD, 
nous avons dans le triangle MDQ qui est rectangle en Q, 

MQ» ■+• QD> = MD» ; 

d’une antre part, le triangle MQP rectangle en P nous donne 
». MQ* = MP* -t- QP» ; 

-substituant cette valeur dans I’équaüon precedente , on obtient 

MP* QP» H- QD» = MD», 
ou x* + y* z* = MD*. 

Cela posé, le triangle MDP étant rectangle en P, on a 
x — MD coe «t; 

pareillement, 

y = MD cos C, z — MD cos y j 
substituant ces valeurs on trouvera 

MD» cos» « -t- MD» cos» C ■+• MD» cos» y = MD», 
et, en supprimant le facteur commun MD», on obtiendra . 

cos» » + cos» C ■+ cos * V = I. 


t 
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NOTIONS- PRÉLIMINAIRES. 5 

seul axe Ax qui rencontre en A ia ligne de direction AB , 
on peut la rapporter à deux axe3 fixes Ax et A y , et en 
nommant « et Ç les angles quelle fait avec ces axes ,-il 
suffira de faire croître ces angles seulement depuis o jusqu’à 
aoo° pour déterminer toutes les positions de AB. En effet , 

AB devant tomber dans l’un des quatre angles droits formés 
autour du point A , cette droite ne peut prendre à l’égard 
de ces angles , que l’une des quatre positions indiquées dans Fig 5 g 
les figures 5 , 6 , 7 et 8. 7 et 8. 

Dans le premier cas , « et C étant aigus ,, 

cos a et cos ff sont positifs ; 

Dans le second cas , « étant obtus et C aigu , 

cos » est négatif et cos S est positif j 

Dans le troisième cas , « et G étant obtus 

cos « et cos C sont négatifs ; 

Dans le quatrième cas , • étant aigu et C obtus, 

* * - 

cos * est positif et cos C est négatif. 

On voit que tous ces angles sont mesurés par des arcs qui 
• ne surpassent pas 200°. • 

Il est à remarquer que les signes de ces cosinus sont 
•ceux des coordonnées x et y du point B; par exemple, 
lorsque le point B est situé dans l’angle ,x'A y ( fig. G .) , tig. 6:. 
x est négatif et y positif -, et l’on a aussi cos * négatif et • 

cos C positif. • 

17. Lorsque ta ligne de direction n’est pas dans le plan 
des x, y, l’angle y quelle forme avec l’axe des z sera aigu , 
si elle tombe au-dessus de ce plan , et obtus si elle tombe 
au-dessous ; par conséquent cos y sera positif dans le pre- 
mier cas , et négatif dans le second. A l’égard des signes des, 
cosinus des autres angles , comme il y a quatre régions au- 
dessus du plan des x,y, et quatre régions au-dessous t le» 
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signe* des cosinus des angles « et C seront les mêmes que 
ceux des coordonnées x et y du point d’application de la 
force. Cela est 'une suite de l’article précédent. 

18. La variété de» signes n’a lieu que pour les cosinus; 
car les angles « , p et y étant toujours compris dans l’in- 
tervalle de o° à 200°, les signes des sinus des angles « , p 
et y seront toujours positifs. 


CHAPITRE PREMIER. 

De la composition et de la décomposition des 
forces qui sont appliquées à un point . 

Fig. i. 13, Considérons d’abord deux forces A*M et MB(fig. 1), 
qui agissent dans la même direction -et tendent à entraî- 
ner le point M. L’équilibre aura lieu si ces forces sont égales ; 
mais si elles sont inégales, la force la plus grande en- 
traînera le point matériel avec une intensité qui sera égale 
à la différence de ces forces. 

Ce que nous disons de deux forces peut s’appliquer à 
un plus grand nombre. 

30. Lorsque deux forces agissent sur un mobile , et qu’elles 
forment entr’elips un angle , l’équilibre ne peut subsister. 
r, S- 9 - En effet , supposons que les forces P et Q (:fig. 9 ) fussent 
en équilibre , on pourrait introduire dans le système une 
force P' égale et directement opposée à -P. Cette force , en 
vertu de l’équilibre de P et de Q , aurait tout son effet et 
entraînerait le point M, dans le sens de M en P 7 ; mais P 
et P 7 devant se détruire , puisque ces forces sont égales et 
directement opposées, il en résulterait que la force 'Q agi- 
rait comme si elle était seule , et entraînerait le point M daps 
le sens de M vers Q ; et comme il est 'impossible que le 
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point M puisse suivre deux chemins différens , on ne peut 
sans absurdité admettre l’équilibre d»P et de Q. 

ai. L’équilibre ne pouvant subsister entre les forces P et 
Q , le point M se mouvra suivant une certaine direction , 
comme s’il était sollicité par une force unique. Cette force 
est appelée la résultante des deux autres , et celles-ci en 
sont les composantes. 

22. Le problème du parallélogramme des forces consiste 
à déterminer la direction et l’intensité de la résultante de 
deux forces données de grandeur et de position. 

Parmi les solutions que l’on a de ce problème , une de* . 
plus remarquables est celle de M. Duchayla que nous allons • 
exposer [i] (*). 

a 3 . Pour cet effet, nous supposerons d’abord les force* 

P et Q égales , et il sera facile de voir que leur résultante 
agira dans le plan de ces forces; car toutes les raisons qu’on ' 
pourrait donner pour prouver quelle doit suivre une direc- 
tion située au-dessus de ce plan , pourraient s’appliquer 
pour prouver quelle doit suivre une direction située symé- 
triquement au-dessous ; donc la résultante ne suivra ni l’une 
ni l’autre de ces directions. 

a 4 - Si deux forces égales P et Q ( fig. îO , 1 1 et 1 2) sont Fig. Ia> 
appliquées à un même point A , la résultante suivra la droite ,,et 13 
AD qui partage l’angle de ces forces en deux parties égales. 

En effet , la droite AD partageant l’angle PAQ en deux 
parties égales, si la droite Am était la résultante, il exis- 
terait une autre droite An absolument située , à l’égard de 
AD , de AQ et de AP , comme Am l’est à l’égard de AD, 
de AP et de AQ ; de sorte que toutes les raisons qu’on 
pourrait donner pour prouver que Am est la résultante , 
-pourraient s’appliquer pour prouver que An est aussi la 


(*J Voyez à la fin de l’ouvragé , les note# indiquera par [i] , [a] , rtc. 
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8 STATIQUE. 

résultante; d'où l’on conclurait qu’il y aurait deux résul- 
tantes , ce qui est impossible : donc la résultante ne peut 
être dirigée que suivant AD. 

a 5 . Considérons maintenant deux forces égales appliquées 

Fig. i 3 » à un point A (Gg. i 3 ) , et dirigées l’une suivant AC et l’autre 
suivant AB. Si l’on représente les forces P et Q par les par- 
ties égales AC et AB , et que l’on construise le' parallélo- 
gramme ACDB , la diagonale AD partagera l’angle CAB en 
deux parties égales ; donc la résultante des forces P et Q sera 
dirigée^ art. a 4) suivant la diagonale de ce parallélogramme. 

Fig. 14. s6. Si l’on augmente epsuite la force AB (Gg. 14 ) d’une 

• partie B b qui lui soit égale , et qu’on forme lé second paral- 
lélogramme DB6R, comme les droites BD et B b sont égales, 
leur résultante sera encore dirigée suivant la diagonale BR. 
Cela posé , on va démontrer que la résultante des forces AC 
et A b sera aussi dirigée suivant la diagonale AR. Pour cet 
effet , on remarquera que les points A et D étant sur une 
même direction , l’un ne peut se mouvoir sans entraîner 
l’autre (art. 1 a). Or le point A étant tiré par les forces AB 
et AC , c’est la même chose que si le point D qui lui est 
invariablement lié , était poussé par les forces CD et BD, 
suivant la direction DS. On peut donc , au système des trois 
forces AB , A.C et B b , substituer celui des forces CD , BD 
et Bù. La force BD qui pousse le point D , agit comme 
si elle entraînait B ; par conséquent on a le droit ( art. a 5 ) 
de remplacer les forces BD et B6 qui sont appliquées 
en B , par BR ; donc nos trois forces se réduisent à deux , 
l’une dirigée suivant CD , et l’autre suivant BR : or 
une force pouvant toujours être transportée en tout point 
pris sur sa direction , on peut transporter les deux forces 
qui agissent suivant CD et BR à leur point de concours R , 
et ce point R sera mu comme s’il était sollicité par l’action 
simultanée de ces deux forces ; par conséquent il sera un 
point de leur résultante. D’une autre part, cette résultante x 
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étant celle de tout le système, passe aussi par le point A. 

Ainsi voilà 'deux points A 'et R par lesquels elle passe , ce 
qui sufiit pour en déterminer la direction et pour qu’on puisse 
aflirmer qu’elle agit suivant AR. . 

27. ftir cette démonstration oh prouve donc que lors- 
qu’on a deux parallélogrammes Cp et Di dans lesquels les 
résultantes suivent les directions des diagonales AD et BR , 
le parallélogramme Ci jouira de la même propriété d’in- 
diquer par sa diagonale AR , la direction de la résultante 
des forces AC et Ai. 

. 28. Construisons les deux parallélogrammes CB et Di' 

( Gg. i5) , dans lesquels on ait AB = CA et Bi' = 2DB : F *g. i5. 
la résultante des forces égales AB et AC sera dirigée 
suivant la diagonale CB ( art. 25 ) , et la résultante Di' des 
forces ES et Bi' (art. 27) sera aussi dirigée suivant la dia- 
gonale. du parallélogramme Di'. V oijà donc deux parallé- 
logrammes CB et Di' qui jouissent de la même propriété ; 
donc il en sera de même (art. 27 ) du parallélogramme Ci' 
qui résulte de leur assemblage. En comparant ensuite, le paral- 
lélogramme CB au parallélogramme Di", on prouverait de 
la même manière que le parallélogramme Ci", dont lqj côtés 
GA et A b" sont dans le rapport de 1 à 4 , jouit encore de la 
même propriété , et ainsi de suite. De sorte qu’on peut dire 
en général que dans un parallélogramme formé par deux 
forces dont les intensités sont entr’ elles dans le rapport de 
l’unité à un nombre entier n , la diagonale indique la di- 
rection de la résultante. 

29. Si une droite CP ( Gg. 16) contient un nombre exact Fig- «6. 
de parties égales à CA, et que l’on forme les parallélogrammes 
CK et AK', dans lesquels les côtés CA et CH , AJi! et AK 
soient dans le rapport de» nombres entiers 1 et n , les dia- 
gonales de ces parallélogrammes indiqueront (art. 28) les 
directions des résultantes ; par conséquent ( art. 27 ) le p a~ 


fr'ie. i 
et 18. 


Fig 19. 


lo • STATIQUE. 

rallélogramme CK' jouira de la même propriété ; et comme 
elle existe aussi dans le parallélogramme A'K", il en sera 
de même ( art. 37 ) du parallélogramme CK", composé 
de ces deux parallélogramme! , et ainsi de suite. De sorte 
quasi CP est de m parties , on pourra affirmer que la diago- 
nale suivra la direction de la résultante des deux forces dans 
un parallélogramme CN dont les côtés seraient dans le rap- 
port des nombres entiers m et n -, c’est-à-dire seraient 
oommensurables . 

3 o. Pour traiter le cas où les côtés du parallélogramme 
sont incommensurables , on va démontrer préliminairement 
T que la résultante de deux forces inégales P et Q (fig. 17 
et 1 8 ) qui concourent en un point A , est dans l’angle formé 
par les directions de ces forces : cela se réduit à prouver que 
cette résultante ne peut agir dans l’espace K (fig®i 7) , ter- 
miné parla droite indéfinie mm', ni dans l’espace L (fig. 18), 
terminé par la droite indéfinie nri . En effet (fig. 17) la 
force Q ne peut faire mouvoir le point A dans l’espace K , 
puisque -son action est dirigée dans le sens de A vers m; la 
force P ne peut faire mouvoir ce point dans l’espace K , 
puisqu’elle agit dans un sens opposé : ainsi rien ne peut con- 
tribuer à faire mouvoir A dans l’espace’K. Un même rai- 
sonnement s’appliquerait à la figure 18, pour prouver que A 
ne peut se mouvoir dans l’espace L. 

Il résulte de ce qui précède , qu’un point A sollicité par 
deux forces quelconques , doit se mouvoir dans l’angle 
formé par les directions de ces forces. 

. Cela posé , soient deux forces représentées ( fig. 19 ) par 
les parties AC et AB qui. leur sont proportionnelles : on va 
pronvetvque si l’on augmente la composante AB d’une partie 
Bù, la résultante s’approchera de AB. En effet soit AR la 
résultante inconnue des forces AC et AB, la nouvelle force 
RJ pouvant être transportée à tout point pris sur sa direction» 
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transportons-la au point A, en prenant Ab' — B b : alors la 
nouvelle résultante sera la même que celle des forces AC , 

AB et Ab'. Ces trois forcés pouvant être remplacées par ces 
deux-ci , AR et Ab', il suit de l’article 3o que la nouvelle 
résultante passera dans l’angle RA b' formé par la direction 
de ces forces , et par conséquent s’approchera plus de AB 
que AR ne s’en«approchait. 

3i. Considérons maintenant deux forces incommensu- 
rables AC et AB (iig. ao). Si leur résultante n’était pas Fig. 
dirigée suivant la diagonale AD du parallélogramme formé 
par les directions de ces forces, cette résultante, selon qu’elle 
tomberait à gauche ou àjdroite, ne pourrait prendre à l’égard 
de AD , que l’une de ces positions AR' et AR" -, dans le pre- 
mier cas , on partagerait CA en parties égales plus petites 
que DR' ; et en portant un certain nombre de ces parties sur 
CD , l’un des points de division D' tomberait nécessaire- 
ment entre R' et D ; alors ie parallélogramme AD' au- 
rait ses côtés commensurables ; donc , •d’après ce qui pré- 
cède , sa diagonale serait dirigée suivant AD' : or en aug- 
mentant de B'B le côté AB' de ce parallélogramme , la 
diagonale devient , par hypothèse , AR'. Ainsi , au lieu de 
s’approcher de AB , elle s’en écarte , ce qui est absurde par 
l’article précédent. 

Dans le second cas , si la résultante du parallélogramme 
.AD était dirigée suivant AR", on partagerait CA en parties 
. égales plus petites que DR"; et en portant uu nombre suffi- 
sant de ces parties sur la droite CD prolongée , l’un des 
points de division D" tomberait entre D et R" ; alors le 
parallélogramme AD" ayant ses côtés commensurables , la 
résultante des forces AC et AB" serait dirigée suivant AD"; 
mais la résultante du parallélogramme AD étant , par hypo- 
thèse , AR", il en résulterait pie si on augmentait AB de BB", 
la résultànte qui dans le premier cas est AR", deviendrait 
dans le second AD", et par conséquent s’éloignerait du côté 


J a . STATIQUE. 

AB ; ce qui est encore absurde d'après ce qui précède ; dore 
la résultante ne peut être que AD (*). 

3a. Il nous reste à démontrer que les composantes P 
et Q étant représentées en intensité par les droites AC 
Fig- ai. et AB ( Eg. ai ), la résultante le sera aussi en intensité 
par la diagonale AD. 

En effet si aux composantes P et Q on substitue la résul- 
tante R dont la longueur est inconnue , cette résultante R 
pourra être mise en équilibre par une force R' qui lui sera 
égale , directement opposée , et dont la grandeur sera aussi 
inconnue. R et R' étant donc en équilibre , si l’on remplace 
R par ses composantes P jet Q, on conclura (pie les trois 
forces P , Q et R' sont aussi en équilibre ; or la force Q 
peut être considérée comme égale et directement opposée 
à la résultante des deux autres P et R'. Soit Q' cette 
résultante de P et de R'; Q' qui est égale à Q , devra être la 
diagonale d’un parallélogramme dont les côtés seraient P et 
R'. On pourra donc construire ce parallélogramme CD', 
puisqu’un des côtés P et la diagonale Q' sont donnés de 
• grandeur et de position : par là on déterminera le côté R' 
dont la longueur était inconnue. Cela posé , 

R' i= CB' et CB' = AD ; donc AD = R' = R. 

33.’ Un des premiers corollaires que l’on peut tirer 
de la proposition du parallélogramme des forces , est 1» 
relation trigonométrique qui existe entre deux forces P et 
Q qui concourent en. un point A et leur résultante R. Pour 
Fig. aa. l’obtenir , prenons sur les directions de ces forces (Eg. aa ) 
de 3 parties A B et AC proportionnelles à ces forces , et 


(*) Par la considération des infiniment petits , on pourrait suppléer 
aux articles 3o et 3i , et conclure de suite que la proposition est vrai», 
dans le cas des forces incommensurables. 


Digitized by Google 



COMPOSITION DES FORCES. l3 

construisons le parallélogramme ABDC , nous aurons 

p : q : R :: ab : ac : ad. 

Le côté BD étant égal à AC , on peut ne considérer que les 
côtés du triangle ABD, et la proportion précédente devient 

p : q : r :: ab : bd : ad. 

D’une autre part, les côtés d’un triangle étant proportionnels 
aux sinus des angles qui leur sont opposés , on a encore 

AB : BD î AD sin BDA : sin BAD : sin ABD. 

On tire de ces proportions , fc 

P : Q î R t: sin BDA : sin BAD : sin ABD. 

On peut remarquer que dans cette proportion , le terme 
trigonométrique correspondant à l’une des forces , est le sinus 
de l’angle formé par les directions des deux .autres. • 

34 . Il résulte de l’article précédent que trois des six choses 
qui constituent le triangle des forces ABD. étant données, 
ou connaîtra la quatrième , pourvu que dans les trois don- 
nées il entre au moins un côté. 

Par exemple , si l’on donnait les deux composantes AC et 
AB, et l'angle BAC qu’elles forment entr’ elles, et qu’on voulût 
déterminer la résultante, comme l’angle BAC est supplément 
de l’angle ABD , on connaîtrait dans le triangle ABD l’angle 
B et les deux côtés compris ; il serait donc facile de déter- 
miner parla trigononfétrie , le côté Qpposé AD — R. Au 
reste , on calculerait aisément R par la formule 

R» = P* + Q* — aPQ cos B (*). 

35. Lorsqu’on a plusieurs forces qui , quoique situées 
dans des plans dilférens , concourent en un point A , on 

Voici an moyen très-simple de démontrer cette formule. Abaissons 
àu sommet de l’angle A ( fig. 3Î ) la pcrpendicolaire AD «ur Je eût i Fig. 33. 
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en peut toujours déterminer 1*. résultante ; par 3 suffit 
de composer ces forces deux à deux et de leur substituer 
leur résultante, pour diminuer successivement je nombre 
des forces du système et les. réduire enfin à une seule. 


36. B existe , pour la composition de plusieurs forces 
qui concourent en un point , une construction graphique 
très-remarquable. 

Fig. La voici ; soient (Eg. a4) P, P', P", P*, etc. plusieurs 
forces qui concourent en un point A , et que nous représen- 
terons par les parties Ap , Ap', Ap", A p", etc. de leur* 
directions : on mènera à Ap' la parallèle pr égale à Ap', 
et l’on formera le parallélogramme Aptp ; la diagonale 
Ar = R sera la résultante de P et de P': menant ensuite rr r pa- 
rallèle et égale à A p“ , et formant le parallélogramme Arrp'» 
la diagonale A/ sera la résultante de R «t de P" ou des forces 
P,^, P*. On voit que par ce procédé on construira un 
polygone Apr/r", etc. dont les côtés seront parallèles aux 
directions des forces P' P" P*, etc. , et dont les longueurs res- 
pectives représenteront les intensités des forces P, P', P*, etc. 
Les distances du sommet A aux angles de ce polygon* 


oppose , noos aurons 

BD = AB cos B , AD = AB sin B ; 
ls triangle rectangle ACD noos donne 

AC* =s (BC — BD}* -f! AD* j 

développant et substituant dans cette équation les valeurs précédentes, 
nous obtiendrons 

AC* = BC» — a.BC.AB cos B + AB* cos* B ■+■ AB* sin» B; 
observant que cos»J3 •+■ sin* B = i , celte équation se réduit i 
AC* = BC» — aBC.AB cos B -f- AB*, 
si l'angle B devient obtus , cos B cbange de signe. 
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seront 

A r résultante de P et de P', 

A / résultante de P , de P' et de P", 

A / résultante de P , de P', de P" et de P*. 

En continuant ainsi , l’on voit que la distance de A à l’ex- 
trémité K") du dernier côté du polygone , sera égale à la 
résultante de toutes les forces ; donc si cette distance est 
nulle , le polygone sera fermé et l’intensité de la résultante 
sera zéro ; par conséquent toutes les forces se détruiront 
mutuellement , et il y aura équilibre dans le système. 

Si l’on efface toutes les lignes ponctuées qui sont inutiles , 
ce procédé se réduit à former Un polygone en menant des 
parallèles pr, r/> etc. aux forces. 

37 . Cette construction peut être employée pour trouver 

( lig. a5) la résultante des trois forces AP«, AP', AP" non F'S- ’S* 
situées dans un même plan et qui concourent en A. Pour 
cet effet on formera sur les deux premières forces , le pa- 
rallélogramme AQ, et ayant mené une droite QR parallèle 
et égale à AP", il suit de l’article précédent que AR sera 
la résultante des trois forces AP , AP' .et AP* : or il est 
évident que AR n’est autre chose que la diagonale d’un 
parallélipipède dont les trois arêtes contiguës seraient les 
composantes AP , AP', AP". 

38. On peut démontrer directement cette proposition de 

la manière suivante. Soient (Gg. aS ) AB , AC, AD trois Fig. *6. 
forces qui aboutissent au point A , la résultante de AC et 
de AB sera AE ; composant AE avec AD , la résultante de 
ces deux forces sera la diagonale AF du parallélogramme 
ADFE : or cette diagonale est évidemment celle du parallé- 
lipipède. 
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CHAPITRE II. 

Des forces appliquées à un même point et qui sont 
situées dans un plan. 

Fig. vj 3 g. Soient P , F , P", P*, etc. ( fîg. 27) différentes forces 
situées dans un plan , et qui aboutissent à un point A : nous 
mènerons par ce point les axes rectangulaires Ax et Ay, et en 
représentant ce.s forces P , P', P', etc. par les parties AP , 
AF, AP*, etc. de leurs directions, nous les décompo- 
serons chacune en deux autres dirigées suivant les axes 
Ax et A y. Pour cet effet , soient » , », », etc. les angles 
que les forces P , F, F, etc. font avec l’axe des x, et G, C, 
G", etc. les angles qu’elles font avec l’axe des y. Comme 
Fig. a 8 . on sait qu’en général , lorsque l’hypothénuse AB (fig. 28 ) 
d’un triangle rectangle , fait un angle A avec l’un des côtés , 
le côté adjacent a pour expression AB cos A , tandis que 
le côté opposé à l’angle A est égal à AB sin A (*) , on . 
pourra facilement calculer les composantes des forces P, 
F, P", P", etc. suivant les axes ; car la force P, représen- 
tée par AB, *faisasit un angle « suivant l’axe des x, et un 
angle C avec celui,des y , on aura pour ses composantes , 

AC = P cos » , BC = P cos C. 

On trouverait de même que les forces F, P", P", etc. 
ont pour composantes dans le sens des x, 

P' fcos », P" cos », P* cos »", etc. , 


(*) Pour le démontrer , il suffit de remarquer qu'on » les proportions 

ab : ac :: 1 : cos a , ab : bc :: 1 : sin A; 

d’où l’on tire 

AC = AB cos A , BC = AB sin Al 

«t 

A 
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DES FORCES APPLIQUÉES A UN POINT. . 
et dans le sens des y , 

P ' cos S", P* cos G", P" cos £*, etc. 

Si 1 on ajoute toutes les composantes dirigées suivant 
l’axe des x , et qu’on fasse la même chose à l’égard des 
composantes dirigées suivant l’axe des y, en représentant 
ces sommes par X et par Y, nous aurons • * 

. P cos * -f- P* cos »' + P" COS «' + etc. = X , 

P cos G -f- F cos G' -f- P" cos G" -f- etc. = Y , 

et alors toutes les forces seront réduites à deux , l’une X 
qui agira suivant l’axe des x , et l’autre Y qui agira sui- 
vant l’axe des y. Nommant R la résultante de ces deux 
forces , elle nous sera donnée par l’équation 

X a + Y* = R*. 

4o. Dans ce qui précède, nous avons supposé que toutes 
les forces étaient situées dans l’angle y\x (.%. a? ) . c > ect F; 
pourquoi nous avons attribué le signe positif à tous les 
cosinus ; mais si quelques-unes de ces forces tombaient dans 
les autres angles formés autour du point A, nous détermi- 
nerions les cosinus par la règle de l’article i6. * 

4 i . Pour en donner un exemple, cherchons la résultante 
des forces P, P', P», P", etc. (Gg. 28) disposées comme dans Fig. î8 
la figure 29, et qui toutes tendent à entraîner le point A En *)• 
attribuant le signe positif ou, le signe négatif aux forces qui 
correspondent à des angles aigus ou obîus , les composantes 



-f~ P cos « , 

+ P' cos « , 
seront <! + P" cos 

— P" cos «*, 

— P ,v cos 

On ajoutera les composantes qui agissent dans un sens et 

4 


4 - P cos G 

— P'* cos C 
P“ cos G" 

— P* cos GT 
4 - P ,T cos C» 
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Fig. 39. l’on retranchera de cette somme celles qui agissent en sen* 
contraire , et l’on obtiendra 

pcos-4-P'cos «'+ P" COS-"— P" cos — P IT COS 3= X, 
j> cos C-j-P>’ COS S"— P' cos C — P" cos P* cos T = Y. 


4a. Si l’on se réserve de déterminer les signes des cosinus 
lorsque l’on passera à la pratique , on peut donner a tous 
les cosinus le signe positif , et l’on aura en général 


p cos - -f P' cos - + P" cos •* + etc. = X.. . .(a) 

P cos C + P' cos C 4- P" cos F 4- etc. = Y. . . .(3). 
X3. La résultante étant la diagonale d’un parallélogramme 
dont les côtés rectangulaires sont X et Y, sera donnée par 
l’équation • 

V/X a 4- Y* = R (4)- 


Il ne s’agit plus que d’en déterminer la position. Pour cet 
effet, si nous nommons a et b les angles que cette résul- 
tante fait avec les axes coordonnés , nous aurons 


X = R cos a, Y — R cos b , 


d’où nous tirerons 


X 
: R 


, Y 

cos 0 = -g. 


.(5). 


Les seules données du problème étant P , V, P*, etc. ; 
cos - , cos cos etc. ; cos C, cos F, cos C , etc. , ces 
données feront connaître X et Y , au moyen des épa- 
tions (a) et (3). Ces valeurs étant substituées dans la for- 
mule (4) , on aura R , et par conséquent les seconds mem- 
bres des équations ( 5 ) nous seront connus , et Ion sera en 
état d’assigner les valeurs de cos a et dé cos à , et de dé- 
terminer les angles que la résultante R fait avec les axes 

coordonnés. > 

44. La ligne de direction passant par le point A qu’on a 


/ 
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pris pour origine , lequation de cette ligne sera 

y = x tanga, ou y — x 

. cosa 

observant que les angles a et b formés par la résultante R 
avec les axes Ax et A y (Gg. 3o) , sont supplémbns l’un de Fig. 3o; 
1 autre , nous aurons 

sin a s± cos b\ 

substituant cette valeur dans l’équation précédente, il viendra 

__ cos b 
y ** x , 

cos a ’ 

et en mettant dans cette équation les valeurs de cos a et 
de cos b données par les équations (5) , on aura 

Y ’ • 

•y = 

45. Dans le cas de l’équilibre, l’intensité de la résultante 
R étant nulle , la formule (4) devient 

l/X* + Y* = o , ou plutôt X* + Y* = o. 

Comme tout carré est essentiellement positif, et qu’une 
somme de quantités positives ne peut être égale à zéro , à 
moins que chacune de ces quantités ne soit nulle séparé- 
ment, on a 

X — o , Y = o. * 

Telles sont les équations de l’équilibre de plusieurs forces 
qui , étant situées dans un même plan , sont appliquées 
immédiatement à un point A. 

4®- Si X seul était nul , on aurait 

^ ~ ^ > Co s a ss o , co s b ss 1 ; 

ces équations font voir que la résultante serait dirigée sui- 
vant l’axe des y. 

On prouverait de même que si Y seul était nul , la résul- 
tante serait dirigée suivant l’axe des x. 
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CHAPITRE m. 

Des forces appliquées à un même point , et qui 
sont situées dans V espace. 

*■ 

47. Soient P, P', P", etc. diverses forces qui sollicitent 
un point A; menons par ce point trois axes coordonné» 
Ax , A y , Aï, et nommons 

* , C , y les angles que P fait avec les axes coordonnés, 
• , C, y' les angles que P' fait avec ces axes, 

*“, S", y" les angles que P' fait avêc ces axes, 
etc. etc. 

En décomposant ces. forces suivant les axes coordonnés , 
nous trouverons 

P cos a , P cos C , P cos y pour les composantes de P, 
P' cos P' cos C , P' cos y pour celles de P', 

P* cos y“, P" cos C, P" cos y" pour celles de P", 
etc. etc. . etc. etc. 

• 

Si nous nous réservons , comme dans l’article (42), de dé- 
terminer les signes des cosinus lorsque nous passerons à la 
.pratique, et que nous représentions par X, Ÿ , Z les com- 
posantes de la résultante cherchée R suivant chacun de» 
axes coordonnés , nous aurons 

P cos » -f- P 7 cos m -f- P* cos m" -f> etc. — X. . . . (S) ,, 

P cos C + P' cos r -f- P" cos C" -f- etc. = Y. . ..(7) , 

P cos y -f* 1 ^ cos f' ” 4 " P* cos y "f" etc. — Z ... . (8) . 

48. X , Y, Z étant les trois projections AB , BC, CD 

fig. 3i. de la droite AD(Gg.Si) qui représente la résultante R, nous 
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aurons Fig. 3 ». 

AB» + BC* + CD» = AD», 
et par conséquent 

X» + Y» + Z» = R». 

Ainsi l’on déterminera l’intensité de la résultante an moyen 
de l’équation 

R =|/X»+ Y*+Z» (g). 

D’une autre part, si nous appelons a, b , c les angles que 
la résultante fait avec les axes coordonnés , les composantes 
de R suivant chacun des axes , seront 

R cas a , R cos b , 'R cos c ; 

et comme nous avons représenté par X , Y , Z ces com- 
posantes , nous aurons 

X = R cos a , Y = R cos b , Z = R cos c, 

d’où nç>us tirerons 

X y Z 

cos a = g-, cos b = —, cosc==g- (10). 

Lorsque les forces P , P', P", etc. , et les angles «, C , y, 
y', etc. seront donnés , les formules (6) , (7) et (8) 
nous mettront en état de calculer X , Y et Z. Ces valeurs 
étant substituées dans l’équation (9) , nous feront connaîtra ‘ 

R. On pourra donc ensuite, au moyen des équations (io), 
déterminer les angles a, b, c qui fixent la position de la 
résultante. 

49. Dans le cas de l’équilibre , la résultante étant nulle x 
l’équation (9) nous donne 

X* + Y* + Z» = o. 

.Cette équation est la somme de trois carrés qui sont tons- 
•ssentiell ornent positifs ; par conséquent elle n’est possible- 
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Fig. 3 i. que d'autant que chaque terme soit égal à zéro. Ainsi l’on « 
X = o, Y = o , Z = o : 
ces valeurs réduisent les équations (6) , (7) et (8) à 

P cos *+P'cos a' -f-P'cos «"+P"cos a"-f etc. = o j 
P cos 6 4 P' cos Q -|-P "cos r+P^cos f*-f- etc. = o > . . . (t i) v 

P cos y-f-P'cosy'+P"cosÿ'' -f P'cos y’-J-etc. = o) 

\ 

Telles sont les équations d’équilibre d’un système de force» 
situées d’une manière quelconque dans l’espace et appli- 
quées à un même point. 

5 o. Ces conditions étant remplies , on va prouver que 
l’une des forces est égale et directement opposée à la ré- 
sultante des autres. En effet , soient R' la résultante de 
toutes les forces hors P cos a , X', V, Z' ses composantes» 
et a", b', c' les angles quelle fait avec les trois axes , on a 
X' = P' cos » -h P" cos a" + F' cos a* + etc. , 

Y' = P' cos P" cos C* 4 - P" cos C* + etc. , 

Z' = P' cos y -f- P* cos y"-f- P" cos y" + etc. : 
au moyen de ces valeurs, on réduira les équations (1 1) à 
P cos « + X' = 0, 

P 00s S -f- Y' = o, 

P cos y -\- Z' = o; 

éliminant X', Y', Z' au moyen des équations 

X' = R' cos a’, V — R' cos b', Z' = R' cos c\ 

il viendra 

P cos « = — R' cos a \ 

P cos C = — R' cos b‘ l (ta). 

P cos y = — R' cos c' * 

Elevant oes équations au carré et les ajoutant, on trouvera 
P»(cm'« + cos s ff -f*cos*y) — R'* (cos a o'-J- cos 3 6 ' 4 - cosV); 
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et comme la somme des carrés des cosinus des angles 
qu’une force fait avec les trois axes est égale à l’unité , 
cette équation se réduit à 

P 1 = R'*, 

et donne 

P = R': 

on ne prend ici P qu’avec le signe positif , parce que les 
signes qui affectent les forces dépendant de leurs positions 
respectives , doivent être déterminés par la règle des cosinus 
que nous avons expliquée article 1 6. 

Substituant la valeur de P dans les équations (12) , et 
supprimant ensuite le facteur R', ces équations deviennent 

cos u =s? — cos a' ( 1 3 ) , 

cos C = — cos b' 04 ) > * , 

cos y = — cos c' 05 ). 

Si l’on fait cos a' = m, l’équation (i 3 ) nous donne 

cos « = — m. , 

Ces valeurs de cos a' et de cos « nous apprennent que les 
angles a' et « sont supplémens l’un de l’autre. En effet 
si cos a' est représenté par AC (fig. 32 ) , cos a le sera par Fig. 3 a. 
AC = AC , et alore a' = DAC , « = D' AC. 

Or ces angles sont supplémens l’un de l’autre; car, à cause 
de AC = AC', l’égalité des triangles ADC, D'AC' nous 
prouvant celle des angles DAC , D'AC', on peut changer 
D'AC' en DAC dans l’équation 

D'AC -j- D'AC' = 2 angles droits , 

et l’on voit que les angles D'AC et DAC ou a et * sont 
supplémens l’un de l’autre. 

On prouverait de même , au moyen des équations (14) et 
( 1 5 ) , que S et b' sont supplémens l’un dé l’autre , et qu’il en 
est de même des angles y et c'. 

U résulte de ce qui précède , que R' et P sont directe- 
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tenient opposés • car si , par exemple ; R' était situé au- 
dessus du plan des x, y dans la région des x et des y 
positifs , P serait situé au-dessous , et dans la région des x 
et des y négatifs. 

5 1 . Après avoir réduit toutes les forces à trois forces 
rectangulaires X , Y , Z , nous avons vu que la résultante R 
était la diagonale d’un parallélipipède dont les côtés con- 
tigus AB, BC, CD (fig. 3i ) seraient X, Y, Z : par con- 
séquent pour déterminer l’équation de la résultante R , 
représentée par AD , il s’agit de trouver celle d’une droite 
AD qui passerait par l’origine A dont les coordonnées 
sont nulles , et par le point D qui a pour coordonnée» 
X , Y, Z. 

5a. On peut donner plus de généralité à ce problème , en 
supposant que le point d’application A ait pour coordon- 
Fig. 33. nées x', y', z'\ alors les coordonnées du point D(fig.33)seront 

»/ + X , y 4- Y , z'+ Z. 

Cela posé , les équations de la résultante étant celles d’une 
droite dans l’espace sont de la forme 

z = ax + h , z = a'x -f- b ' . . . . (16) ; 
mettant dans ces équations les coordonnées du point D 
(fig. 3i) à la place de x‘, y , z , nous trouverons 

z'+Z—ax'+aX + b, z'+Z=a'y+aY+b’...(i 7 ): 

les coordonnées x', y, z'du point A devant aussi satisfaire 
aux équations (f 6) , nous aurons 

z' = ax' + b , z' — a! y' + b' (18). 

Retranchant ces équations des équations (17) , nous ob- 
tiendrons 

Z = cX , Z — a'Y, 

d’où nous tirons 
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D’une autre part , éliminant b et b' entre les équations ( 16 ) 
et ( 1 8 ) , nous aurons 

a -*'=q(x— x'), y— ÿ =a! {y — ÿ): 

mettant dans ces équations^ les valeurs de a et de a', il 
viendra enfin pour les équations de la résultante [aj , 

=^(æ — a: ) , y — y = - (.y — y ). 

S 

. - - - ■ ■ . ■ X .. ■- ... — ^ 


CHAPITRE IV. 

Des forces parallèles. 

53. Jusqu’à présent nous n’avons déterminé que les condi- 
tions d’équilibre de différentes forces qui agissent sur un seul 
point-, mais lorsque ces forces sont appliquées à différons 
points d’un corps ou d’un système de corps, si l’on fait abs- 
traction des autres points , il est certain que les distances 
qui séparent ceux auxquelséont appliquées les forces , seront 
toujours les mêmes; par conséquent on pourra concevoir ces 
points comme liés entr’eux par des droites inflexibles. 

54. Considérons maintenant deux forces parallèles P 
et Q ( Gg. 34 ) appliquées aux extrémités d’une droite AB Fig. 34 , 
qui coupe leurs directions à angle droit , et représentons 
ces forces par les droites AP et BQ qui leur soient pro- 
portionnelles , on pourra ajouter au système deux forces 
AM et BN égales et directement opposées , et substituer 
aux quatre forces AP , AM , BQ et BN , les diagonales AD 
et BI. Ces diagonales concourant au point C , on pourra 
transporter AD et BI en ce point , en prenant CE — AD 
et CF = BI. Décomposant ces forces CE et CF en deux 
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autres rectangulaires , on construira les rectangles GL ef 
HK qui seront égaux aux rectangles MP et QN , et au lieu 
des forces CE et CF , on aura les quatre forces CL , CK , CG 
et CH. Ces deux dernières sont égales comme équivalentes 
aux forces AM et BN qui sont égales par hypothèse ; et 
comme elles agissent en sens contraire , elles se détruiront. 
H ne restera donc au point C que les deux forces CL et 
CK égales à P et à Q , et qui , agissant dans la même di- 
rection et dans le même sens , s’ajouteront. Représentons 
leur somme par R , nous aurons 

P + Q = R; 

la résultante R pouvant être appliquée à tout point pris sur 
sa direction , nous l’appliquerons au point O , et il ne 
s’agira plus que de déterminer la distance de O en A. Pour 
cela , les triangles CAO , CEL donnent • 

co : ao :: cl : el ; 

pareillement on tire des triangles semblables COB, CKF, 

ob : co :: kf : ck ; 

multipliant ces proportions par ordre et supprimant le 
facteur commun CO , nous aurons 

ob : ao :: cl x kf : el x ck. 

Les droites KF et EL étant égales aux forces BN et AM 
que nous avons ajoutées au système , cette proportion 
pebt se réduire à 

ob : ao :: cl : ck ; 

et comme CL et CK équivalent aux droites AP et BQ qui 
représentent les intensités des forces , la proportion précé- 
dente revient à 

ob : ao p : q (19); 

par conséquent le point d’application O de la résultante 
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des forces P et Q , divise la droite AB en deux parties 
OB et AO qui sont réciproquement proportionnelles aux 
intensités de ces forces. 

55. La proportion précédente nous donne (fig. 35) Fig. 35. 

ob + ao : ao :: p + q : q , 
ou ab : ao :: r : q (ao). 

On déduit des proportions ( 19 ) et (so) 

Q : p : R :: ao : ob : AB; 

ce qui nous fournit cette règle : Les parties AO , OB , AB 
comprises chacune entre deux des forces P , Q et R, sont 
proportionnelles aux troisièmes. 

Par exemple, le terme correspondant à AB est R, parce 
que AB est compris entre les deux autres forces P et Q. 

55. Si 1 on donnait P, Q et AO, et qu’on voulût con- 
naître BO , on verrait que les termes correspondans à AO 
et a BO sont Q et P , parce que AO est compris entre R 
et P , et que BO l’est entre R et Q ; on établirait donc 
ainsi la proportion 

Q : p :: ao : bo , 

d’où l’on tirerait 

t>c\ P X AO 

5 7 . Réciproquement si l’on n’avait qu'une force R , et 
qu on voulut Ja partager en deux autres qui dussent passer 
par les points A et B , en nommant P et Q ces forces in- 
connues , les termes correspondans à R et à. P seraient AB 
et BO : on déterminerait donc P par la proportion 

ab : bo :: r : p ; 

de même en cherchant les termes correspondans à R et à 
Ç, on déterminerait Q par cette autre proportion, 

ab : ao :: r : q. 
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On tirerait de ces deux proportions , . 

n _RxBO a _RXAO. 

• AB ’ V — A B 

Dans la démonstration précédente , on a supposé que les 
directions AP et BQ ( Kg. 35 ) des foroes P et Q étaient 
perpendiculaires à la droite AB ; mais si elles étaient obliques 
à cette droite , on pourrait , par le point d’application O de 
Fig. 36. la résultante ( fig. 36 ) , mener CD perpendiculaire à la 
direction de ces forces; alors la force P appliquée en A, 
aurait le même effet que si elle était appliquée en C. 11 
en serait de même de la force Q à l’égard du point D , 
et comme on a la proportion 

P : Q :: od : oc , 

le rapport de OD à OC étant le même que celui de OB 
à OA à cause des triangles semblables OBD , CO A-, on 
aurait donc 

p : q ob : oa. 

Fig. 37 . 58. Lprsque deux forces P et Q (Gg. 37 ) agissent en sens 

opposés, la résultante est égale à la différence de ces forcer 
Pour le démontrer, soit S (Gg. 37 ) la résultante de deux force» 
P et R qui agissent dans le même sèns , nous aurons 

s = p + R 0>0; 

remplaçant S par une force Q qui lui soit égale et qui agisse 
en sens contraire , l’équilibre subsistera entre les trois forces 
P , R et Q ; par conséquent on pourra considérer R comme 
la résultante de Q et de P , et l’équation (ai) nous donnera, 
pour obtenir l’intensité de R , 

R — S — P ; 

et comme S et Q ont la même intensité , en substituant Q 
à S , on trouvera 

R — Q — P. 
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P’après ce qui précède, le point O où la force R doit être 
appliquée , se déterminera par la proportion 

ab : bo :: R : P , 

d’où l'on tirera 

ou, en mettant pour R sa valeur. 


BO = 


P X AB 
Q — P r 


Ce résultat nous apprend que plus la différence Q— P 
est petite , plus O est éloigné de B ; donc dans "le cas où 
Q et P sont égaux , BO est infini et R nulle ; d’où l’on peut 
conSure qu’ayec deux forces parallèles égales et non direc- 
tement opposées , on ne peut établir l’équilibre qu’au moyen 
d’une force infiniment petite transportée à uue distance 
infinie : donc , dans ce cas , on ne peut trouver une force 
qui fasse équilibre à P et à. Q ; ou , en d’autres termes , 

P et Q ne peuvent avoir un% résultante unique : ces 
Forces n’auront d’autre effet que de faire tourner AB autour ‘ 
de son milieu. 

5g. On peut appliquer à un nombre quelconque de 
forces parallèles , la théorie que nous venons d’exposer. 

Soient donc P,P', P", P", P 1T , etc. ( Gg. 38) des forces pa- F 13 . 3$ 
rail èl es appliquées à différens points A , B , C , D , E liés 
entr’eux par des droites inflexibles ; il sera facile de trou- 
ver la résultante de ces forces et son point d’application. 

En effet , on cherchera d’abord le point d’application M 
de la résultante des forces P et P' par la proportion 

ab : am :;p + p' ; P', 


et l’on en déduira 

- * t 

m = 


ABxP' 
P+P' • 
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on mènera ensuite une droite MC, et l’on cherchera le 
point d’application N de la résultante des forces P -f- V 
appliquées en M , et de la force P" appliquée en C , par 
la proportion 


mc : mn ::p + p' + p': p», 


et l’on aura 


MN = 


MCxP' 

P + P 7 P* ’ 


on mènera ensuite ND, et cherchant par le même procédé 
le point d’application de la résultante des forces P-j-P'-f-P* 
appliquées en N , et de la force P" appliquée en D, on trou- 
vera le point O par lequel doit passer cette résultante j 
enfin on tirera la ligne OE , et par une semblable opéra- 
tion , on connaîtra le point d’application K de la résultants 
de toutes ces forces. 


60. Si quelques-unes des forces sont dirigées en sen» 
contraire, soient P, P', P", etc. les forces qui agissent dans 
un sens, et Q, Q', Q", etc. celles qui agissent en sens 
opposé ; nous chercherons par le procédé de l’article précé- 
Fig. 35. dent , le point d’application K ( fig. 3 g ) de la résultante 
des forces P , P', P", etc. , et le point d’application L de la 
résultante des forces Q , Q 7 , Q", etc. -, alors le système se 
• trouvera réduit à deux forces parallèles , l’une appliqués 
en K et égale à P -f P 7 -f- P", etc. , et l’autre appliquée 
en L et égale à Q ~hQ'+Q“, etc., et l’on cherchera la 
résultante aie ces forces et son point d’application, comme 
dans l’article 58 . 

Fig. 40. 6* . Si les forces P , P 7 , P", P*, etc.(fig. 4 o)restant toujours 

parallèles et appliquées aux mêmes points , prennent les po- 
sitions A Q , BQ', C Q", DQ", etc. , la résultante ne changera 
pas de point d’application ni d’intensité , mais deviendra 
seulement parallèle à la nouvelle direction des forces ; car 
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i 

l’opération qui a fait trouver le point d’application de la 
résultante ne dépendant que des intensités des forces et 
des distances respectives des difierens points" d’application , 
les données restent les mêmes lorsqu’on change la direction 
commune des forces. 

6a. Par exemple, si les forces P et P 7 prennent les di- 
rections parallèles AQ, BQ 7 , on a P, P 7 et AB pour dé- 
terminer le point M , et l’on voit que les données sont les 
mêmes que lorsque les forces avaient les directions AP et 
BP 7 , ainsi de suite. 

Le point par lequel passe la résultante de toutes les 
forces parallèles , quelle que soit leur inclinaison commune, 
est appelé le centre des forces parallèles. 

63. Cherchons maintenant les coordonnées du centre des 
forces parallèles. Pour cet effet soient M, M 7 , M®, etc. les 
points d’application des forces P, P 7 , P*, etc. 

x , y , a les coordonnées du point M , 


xf , y ' , a 7 celles du point M 7 , 

x’, y" , a* celles du point M", 

x <> y<> z i celles du centre des forces parallèles. 


Représentons par N ( fig. 41 ) le point d’application de la Fig- 4». 
résultante des forces parallèles P et F, nous aurons 

mm 7 : m 7 n :: p + F : p ; 

d’une autre part les triangles semblables ML'M', N LM' nous 
donnent 

mm 7 : m'n :: ml 7 : nl. 

On tire de ces deux proportions 

ml' : nl :: p + F : p ; 

donc 

(P + F)NL = P x ML 7 *, 


4 
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ajoutons dans les deux membres (P+F)LK, on aura 
( p 4 . F ) ( NL + LK ) = P ( MIAH LR ) + P' . LK , 
et observant que 

NL + LK = NK , 

ML' + LK. = MH , 

LK = M'H'. *■ 

L’équation précédente se réduit à 

(P + P') NK == P \lH + F. M'H', 

et si l’on appelle Q la résultante des forces P , F, et Z 
l’ordonnée de son point d’application , cette équation de- 
viendra 

QZ == Pa 4- Fa'; 

nommant ensuite Q' la résultante des forces parallèles , 
Q et P* et 71 l’ordonnée du point d’application de Q', on 
aura encore < 

Q'Z' = QZ + P V, 

et en mettant la valeur de QZ , on obtiendra 
Q'Z' = Pa + P'a' + PV ; 

En continuant la même opération , on voit que si l’on 
représente par R la résultante de toutes les forces paral- 
lèles P , F, P", etc. , et par a, l’ordonnée de son point 
d’application , dans le sens des a , on aura en général 

Ra, = Pa + Fa' + PV + etc (aa). 

64 . Le moment d’une force par rapport à un plan , 
est le produit de l’intensité de cette force par la distance 
de son point d’application à ce plan. L’équation précé- 
dente nous indique donc que le moment de la résultante 
des forces P, F, P", etc. par rapport au plan des x , y , 
est égale à la somme des momens de ces forces par rap- 
port au même .plan. 


c. 
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En prenant les momens par rapport aux deux autre* 
plans coordonnés , on aura encore 

Rj, == Py + P y 4- P "/ 4 - etc. . . .(a 3 ) , 

Rx. = Pr + V'x + P"*" + etc. . . .(24). 

65 . Lorsque l’on connaîtra les coordonnées^:, y, z, 

Jr', y , z’, etc. des points d’application , et les intensités 
P, P', P", etc. des forces , on connaîtra aussi la résultante 
R qui est égale à la somme de ces intensités, et l’on pourra 
calculer les valeurs des coordonnées x,, y, , z, du centre 
des forces parallèles. 

66. A l’égard des signes , nous affecterons du signe po- 
sitif les forces qui agissent dans un sens , et du signe négatif 
celles qui agissent dans un autre ; et comme les coordonnées 
sont positives ou négatives , selon qu’elles tombent d’un côté 
ou de l’autre de l’origine , nous donnerons le signe positif 
à un moment dans lequel la force et celle des coordonnée» 
qui la multiplie , sont de mêmes signes, et le signe négatif 
à un moment dans lequel ces quantités seraient de signes 
contraires. 

67. Si les points d’application M , M', M", RI*, etc. sont 
dans un même plan MM", (fig. 4a) , on peut disposer les Fig. 
plans coordonnés de manière que le plan des x, y soit 
parallèle à ce plan; alors toutes les coordonnées z, z', z", etc. 
étant comprises entre le plan MRI", et le plan des 

x, y, on aura 

z — z' — z — z’, etc. ; 

et si nous représentons par z, l’ordonnée du centre des 
forces parallèles , l’ordonnée z, vaudra aussi z ; car l’ex- 
trémité de z t sera dans le plan MM", ainsi qu’on peut 
s’en assurer par une construction semblable à celle de 
l’article ( 5 g) , construction qui n’exige que des lignes tirées 
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dans le plan MM*. Alors * devenant facteur commun , 
l’équation (as) se réduit à 

R = P -f F + P' 4- etc. 

68. Si les points d’application des forces étaient sur une 
l ig. 43. même droite AB (fig. 43) qu’on pourrait supposer paral- 
lèle à l’un des axes , à celui des x , par exemple , on 
aurait à la fois 

z = z'=z"=z?~ etc. et y = y' =s y" = y* = etc. , 
et les équations (22) et (23) se réduiraient à 

R = P+P+P"+ etc (25) , 

et il ne resterait plus que celle-ci , 

Rx, = Px + PV + P"x" + etc. . . . (26). 

Dans ce cas , on pourrait se dispenser de prendre trois axe» 
rectangulaires ; il suffirait de compter les x par la ligne 
AB. 

Par exemple , si l’on avait 

x = g , x / = 3 , x" — — 3, x* = — 4 » 
P'=-^P, P''=— fP, P»==2P. 

En mettant ces valeurs dans les équations (25) et (a6) , ob 
trouverait 

R == P — j P — 3 P + °P = aP , 

Rx, = gP — P + 2P — 8P = 2P ; 
d’où l’on déduirait 

Xj == 1. 

69. Cherchons maintenant les conditions d’équilibr* 
des forces parallèles. Comme on peut toujours disposer de» 
plans coordonnés de la manière la plus convenable , au 
problème , nous supposerons l’axe des z parallèle à la di- 
rection de» forces. Cela posé , ayant réduit toutes le» force* 


t 
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qui agissent dans un sens , à une seule résultante R, (lig. 44 )» Fig. 44. 
et toutes celles qui agissent en sens contraires , à une autre 
résultante R„ , il y aura équilibre dans le système , si ces 
deu^résultantes sont directement opposée* et égales en 
intensité , quoique de signes différens. 

Pour que la première de ces conditions soit remplie , il 
faut que la distance C'C" soit nulle , ce qui exige que les 
coordonnées x y et y t du centre C' soient les mêmes que le» , 
^coordonnées x n et y H du centre C”. 

On aura par conséquent , 

x , = x « » y, = y,r 

La seconde condition sera remplie si l’on a 
R , = ~ V- ( 2 7 )> 

En multipliant les deux premières équations par la troi- 
sième , on trouvera 

R ,*, = — r A (88) , 

R »X= — R «J'« ( 2 9); 

par la propriété des momens, nous aurons , en nommant 
P , P', P", etc. les composantes de R, , et P", P", etc. celles 
de R", 

R / r ( = Px «-f- + V"x" -f- etç. , 

R„x„ = P"x*+ P^x 1 ’-!- P v x v -f etc. ; 
substituant ce» valeurs dans l’équation ( 28 ) , on la ré- 
duira à * 

Px + PV+PV'-f P*x"-J-P ,v x ,v 4 -P T x T -f- etc.=o . . . ( 3 o). . 

Par le même procédé , l’équation (39) nous donnera 

Py4- py+ py+ py+ P"y+ Py + etc. = o. . . ( 3 i). 

Enfin si dans l’équation (37) on substitue les valeurs de 
R, et de R^ , on obtiendra 

P + F+ P" + P / '-|- P‘’-fP’' + etc. = o ( 3 a). 

3 .. - 
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70. Lorsque les équations ( 3 o) , ( 3 i) et ( 3 q) sont satis- 
faites , les forces parallèles sont en équilibre. Ces équations 
expriment donc les conditions suivantes : Il y aura équi- 
libre dans le système, si la somme des momens desfogces , 
pris par rapport aux deux plans rectangulaires parallèles 
à la direction commune , est égale à zéro , et si en même 
temps la somme des forces est également nulle. 

71. 11 y aurait encore équilibre, si la résultante de3 
forces parallèles passait par un point Exe ; car elle serait 
détruite par la résistance de ce point. 


CHAPITRE V. 

Des forces situées dans un plan , et appliquées 
à différais points liés enlreux d’une manière 
invariable. 

J 

Fig. 45. 72. Soient P , P', P", P", etc. (fig. 45 ) plusieurs forces 
qui agissent dans un plan que nous supposerons être celui 
des x , y , et qui sont appliquées aux pçints A , B , C , 
D , situés dans ce plan , et invariablement liés entr’eux. 
Nous allons d’abord indiquer une construction graphique 
piour obtenir leur résultante , lorsque toutes ces forces 
peuvent se réduire à une seule. Pour cela , ayant pris les 
parties A a , B b , C c , Drf , proportionnelles aux intensi- 
tés de ces forces , on prolongera les droites A a et Bi jus- 
qu’à leur point de concours G, et avant transporté en ce 
point les forces A a et B b, Sn construira le parallélogramme 
GG'; alors la diagonale GG' de ce parallélogramme re- 
présentera en intensité la résultante des forces Aa et B b ; 
•n prolongera ensuite GG' et Ce jusqu’à leur point de con- 
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cours H , et ayant transporté en ce point les forças GG' et 
Ce , on construira le parallélogramme HH' dont la dia- 
gonale HH' représentera la résultante des forces GG' et Ce, ' 
et par conséquent celle des forces A a , B b et Ce. On pro- 
longera ensuite HH' jusqu’à sa rencontre en I avec la 
direction de DJ, et ayant construit le parallélogramme H', 
la diagonale II' sera la résultante de tout système. 

jZ. Si dans cette suite d’opérations il se trouvait des 
forces parallèles , en les combinant deux à deux , on déter- 
minerait leur résultante par les articles (55) et (58) , et 
cette résultante serait égale à leur somme ou à leur différence. 

Si ces forces parallèles étaient égales et non directe- 
ment opposées , on en composerait une avec les autres 
forces du système , et l’on continuerait les opérations comme 
nous venons de le voir; mais si ces deux résultantes étaient 
celles de tout le système , on conclurait d’après l’art. 58 , 
qu’il ne peut se réduire à une seule résultante. 

j4- Si dans cette construction , la dernière résultante 
était nulle , il est certain que l’équilibre subsisterait dans 
le système. 

75 . On peut remarquer que la construction précédente 
revient à transporter au point I les forces parallèlement à 
elles-mêmes , et à composer en ce point toutes ces forces en 
une seule. 

En effet, enprenant seulement trois forces P, Q et S(fig 46 ), Fig- 4®- 
la résultante DC des forces P et Q ayant été transportée en 
D'C', on peut décomposer D'C' en D'P' et en D'Q', et l’on 
voit que D'P' et D'Q' sont parallèles à DP et à DQ, en 
vertu de l’égalité des parallélogrammes. 

76. Cherchons maintenant les conditions analytiques de 
l’équilibre de ces forces. Pour cela , considérons d’abord trois 
forces P , P', P", appliquées toujours.à différons points fixes- 
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d’un système , une des conditions nécessaires pour que ce» 
forces soient en équilibre, est qu’elles concourent en un 
F'g- 47- point. En effet , si les forces P,, et P' ( fig. 47) devaient 
être mises en équilibre par une troisième , il faudrait que 
cette force fût dans la direction de la résultante de P et 
de P', pour pouvoir détruire cette résultante. Or P et P* 
concourent en D ; donc ce point D est sur leur résultante , 
et par conséquent sur celle de la troisième force ; donc cette 
troisième force peut s’appliquer en D. 

Si au contraire la troisième force ne pouvait pas s’appli- 
quer au point de concours D des deux autres , cette force 
fig. 48. P" ( fig. 48) couperait la direction de la résultante DR de 
P et de P' en un point E , et alors les droites R et P" fe- 
raient nécessairement entr’elles un angle P"ER ; donc ces 
forces P" et R auraient une résultante ; d’où il suit qu’elles 
ne pourraient être en équilibre. 

77. Lorsque les forces P , P', P* concourent en un point 
A , on le pourra prendre pour point d’application de ces 
forces , en les transportant en ce point parallèlement à 
leurs directions , art. 75 ; alors les conditions de l'équilibre 
seront les mêmes que celles des forees appliquées à un 
point. 

Ces conditions seront qu’on ait 

P cos « -f- P' cos * + P* cos« " = o , 

P cos £ -|- P' cos £' -J- P" cos o" = 0. 

A ces équations , il faut joindre celle que nous allons dé- 
terminer pour la condition du concours des forces. 

78. Soient donc P , P' et R trois forces qui concourent 
Fig- 49- en A (lig. 49)* Si par un point C, pris arbitrairement , 

on mène en A une droite CA , et que de ce point C on 
abaisse des perpendiculaires CI, Cl', Cl", les triangles rec- 
tangles CAI , CAI', CAI" auront une même hvpothénuse ; 
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e’est cette hypothénuse commune à ces triangles , qui cons- 
titue la condition du concours ; car elle n’appartient à la 
fois aux trois tringles , que parce qu’ils ont le meme 
sommet A. 

Par ce point A menons une perpendiculaire AB à la 
droite CA ; et des extrémités des droites AP , AP' , AR qui 
représentent les intensités des forces , abaissons les perpen- 
diculaires PD , P'D', RD" sur AB; les triangles rectangles 
ACI , APD seront semblables , parce que les angles formés 
par AP avec les parallèles AC et PD, sont égaux, comme 
alternes , internes ; nous aurons donc la proportion 

ac : ci :: ap : ad -, 


çt si nous faisons AC= c, CI ~p, cette proportion de- 
viendra 

c : p :: P : ad ; 

d’où nous tirerons 



c 


en nommant de même p' et r les perpendiculaires CI' et 
CI", nous trouverons 


AD'-=» 




Cela posé , si R est la résultante de P et de P', la compo- 
sante de R suivant la droite AB , sera égale à la somme 
des composantes de AP et de AP", suivant cette droite (*) ; 
par conséquent on aura * 


AD" = AD + AD'. 


Mettant dans cette équation les valeurs que nous venons 


(*) C’est ce qu’il est facile de démontrer en construisant le parallélo- 
gramme APRR (fig. 5o), et en menant RE parallèlement à AB ; les Fig. Sot. 
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de trouver, elle devient 

L r = ^ -Æ'. 

C O c ' * 

et en supprimant le diviseur commun , on la réduit à 
Rr = ?p + P>' (33). 

79. Si le point C était situé dans l’angle des forces P 
et P' , ou dans son opposé au sommet , le moment de la 
résultante R serait égal à la différence des momens des 
composantes ; de sorte que l’on aurait 

Rr = Pp — (34). (*) 

80. Nous avons vu , art. 64 , que le moment d’une force 
par rapport à un plan , était le produit de l’intensité de 
cette force par la perpendiculaire abaissée de son point 
d’application sur ce plan. Par analogie , nous appellerons 
moment dune force par rapporta un point, la perpendicu- 
laire abaissée de ce point sur la direction de cette force. 
Les équations (33) et (34) nous apprennent donc que le 
moment de la résultante de deux forces , est égal à la 


triangles P'ER, ADP sont c'gaox et donnent 
AD = r'E = D'D". 

Mettant donc D'D" à la place de AD dans l’équation identique 
AD' = AD' -h D'D", 

00 a 

AD" = Afy + AD. 


(*) Dans le cas oh le point C est situe dans l’angle des forces, les triangle» 
Fig. Si. PAD et r'E!! ( fig. 5i) étant égaux, on a 

AD — P'E D'D"; 

par conséquent on peut changer l’équation identique 
AD" — AD' — D'D", 

en celle-ci 


AD* = AD' - AD. 


» 
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somme ou à la différence des mornens des composantes 
suivant que le point C qu’on nomme le centre des mornens , 
est situé hors des angles opposés au sommet PÀP', LAL' 

(fig.52) , formés par les directions des composantes , ou se Fig. 5t. 
trouve dans l’un de ces angles opposés au sommet. 

81 . On peut comprendre ces deux cas dans un seul, 
en disant que le moment de la résultante de deux forces 
est égal à la somme des mornens de leurs composantes : 

' alors le mot somme est pris dans un sens plus général , 
et comprend l’assemblage de plusieurs termes , sans avoir 
égard aux signes qui les affectent. 

8 s. La condition du concours des forces vient de nous 
conduire à la théorie des mornens ; il ne nous reste plus que 
d’en déduire la troisième équation d’équilibre. 

Pour cet effet , nous remarquerons préliminairement que 
lorsque deux forces égales P et P' ( fig. 53 ) sont tenues en Fig. 53, 
équilibre par une troisième P", cette force P" doit être égale 
à la résultante R des deux autres forces , et d’un signe 
contraire. Cela posé , si nous abaissons une perpendiculaire 
p" sur la direction de P" qui est aussi celle de R , noua 
aurons par le principe des mornens , 

r P " = p P + p y, 

et en remplaçant R par — P", cette équation deviendra 
Pp 4 . p y + p y — o. 

Ainsi les équations d’équilibre de trois forces situées 
dans un plan , et appliquées à différens points A , B , D , 

«ont 

P cos » -f* P’ cos " ~t~ P" cos * — o . . . . (35) , 

P cos £ 4 - P' cos C' 4- P" cos C = o. . ..(36), 

Pp 4- Pp' + P Y = o....(3 7 ). 

83. Pour passer au cas où plus de trois forces sont en 
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équilibre , regardons P comme la résultante de deux force» 
• P" et P lr , nous aurons 

P p = P m p" -f P ,r p'\ 4 

Substituant cette valeur dans l’équation ( Zrj ) , nous la 
changerons en 

P >' + P Y + py* + P"p" r= o. 

Par une semblable opération , les équations (35) et (36) 
deviendront 

P' cos «' + P" cos *" -f- P* COS a“ -f- P” cos <e ,T = O , 

P' cos C' -f- P" cos /S* -J- P* cos C* -+• P” cos C ,T = o. 

84. Ce procédé pouvant s’étendre à un plu» grand 
nombre de forces , nous aurons pour les équations géné- 
rales de l’équilibre des forces appliquées à différées points 
et situées dans un plan , 

P cos * -f- P' cos *' + P" cos *" -j- etc. = o (38), 

P cos C -f F cos + P" cos S" + etc. = 0. : . . .(3q), 

P p -f - Fp / -F P ' p ! *f" etc. — o. . , .( 40). 

85. On emploie quelquefois une notation commode pour 
exprimer ces équations , en les écrivant de la manière 

, suivante. 

X (P cos «) = o, X(Pcos£) = o, X(P p) = c. 

Par le caractère grec X , on entend une somme de quan- 
tités de la forme de celle qui est comprise entre les pa- 
renthèses [15J. 

86. Le procédé qui nous a servi à trouver l’équation (33), 
nous fournit les moyens de démontrer une règle facile 
pour reconnaître les signes qui doivent afFecter les dilTérens 
momens des forces. En effet , si l’on suppose que le centre 

Fis- 54. fixe C des momens (fig, 54) > soit situé hors de l’angle des 


/ 


r\ 


! 
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forces extrêmes ou de son opposé au sommet , et que ces 
forces P , P', P", etc. agissent par pulsions , et restent inva- 
riablement liées aux perpendiculaires p , p ,p u , p m , etc., ces 
forces feront tourner p , p', p", etc. dans le même sens autour 
du point C ; si au contraire le centre C (lig. 55 ) est dans F‘g- 55 . 
l’angle des forces extrêmes ou dans son opposé au sommet, 
les forces P, P', P", etc. situées du même côté de C , fe- 
ront mouvoir p , p', p , etc. dans le même sens autour du 
point C , tandis que les forces P", P 1 ’, etc. feront tourner 
p ", p’ v , etc. en sens contraire autour du même point. Or 

, ' • Pp P V , , 

les expressions —, — etc. , representees par AD , 

AD', etc. étant de signes différens que AD", ÂD‘ V , etc. , „ 

il en résulte que les forces qui ont des momens des mêmes 
signes , tendront à faire tourner le système dans un sens , 
tandis que les forces qui ont des momens de signes con- 
traires, tendront à le faire tourner en sens contraires. 

87. Dans le cRs où les forces ne sont pas en équilibre , le 
moment de la résultante sera égal à la somme des momens 
des forces qui tendent à faire tourner le système dans le 
même sens que cette résultante , moins la somme des 
momens qui tendent à faire tourner le système en sens 
contraire. 

88. D’après ce qui précède, l’équation £(Pp)=o 
nous dit que la somme des momens des forces qui tendent 
à faire tourner le sj'stème dans un sens , est égale à celle 
des momens des forces qui tendent à le faire tourner dans 
un sens contraire. 

f 

89. Si dans le système supposé en équilibre, on supprime 
l’une des forces ( par exemple, P ) ; les autres forces 
auront une résultante ; cette résultante devant agir en 
sens opposé de P qui tenait les autres forces en équi- 
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libre, au lieu des équations (38), (3g) et (4o), non* 

aurons celles-ci, 

R cos a ~= P' cos tt -f- P" cos *'4* P* cos «" -f- etc., 

R cos b = P' cos £' + P' cos C* -f P* cos C 4- etc., 

Rr = P 'p' 4- P"p" + V“p'“ 4- etc. , 
ou 

R cos a = S ( P cos « ) = X , 

R cos è = S ( P cos £) = Y, 

Rr = Z (Pp). 

go. Au moyen de ces équations , on pourra obtenir tout 
ce qui est relatif à la résultante. 

* Car pour déterminer son intensité, les deux première* 
donneront 

R 1 ( cos 4* cos 5* ) = X 1 4" Y’ , 

et parce que la somme des carrés des cosinus est égale à 
l’unité, nous aurons 

R 1 = X* 4- Y*. 

Les mêmes équations feront connaître l’inclinaison de Irf 
résultante à l’égard des axes ; car ces équations nous 
donneront 

X Y 

cos a = — , cos b — g. 

91. Pour placer la résultante dans le système, on com- 
mencera par déterminer la position d’une droite AB qui 
passerait par l’origine et serait parallèle à la résultante. 

Pour cet elTet , le signe de cos b fera d’abord connaître 
si AB doit être situé au-dessus ou au-dessous de l’axe des or; 
car lorsque cos b est positif , la droite AB devant faire un 
angle aigu avec l’axe des y , ne peut prendre que l’une de*. 

Fig. 56. positions indiquées dans la ligure 5G. Au lieu que lorsque 

\ 

) 
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cos b est négatif, la droite AB doit se trouver dans l’une 
des positions marquées dans la figure Sj. Ainsi quel que Fig. 57 . 
soit le signe de cos b , la droite AB est susceptible de 
prendre deux positions différentes à l’égard de l’axe des y : 
dans l’une elle fera un angle aigu avec l’axe des x , et dans 
l’autre elle fera avec cet axe un angle obtus. Le signe 
de cos a déterminera ensuite celle dë ces deux positions 
qui convient au problème ; car si cos a est positif, l'angle 
formé par la droite AB avec l’axe des x, sera aigu, tandis 
que cet angle se trouvera obtus , si cos a est négatif. 

Ayant ainsi fixé la position de la droite AB, on lui 
mènera par l’origine A une perpendiculaire égale à 

jPrt 

r = Cette perpendiculaire sera représentée (fig 58) Fig. 55. 

par AO ou par AO', suivant le signe de r, et la parallèle 
OR ou O'R', à la droite AB , indiquera la direction de 
la résultante. 

92 . Pour obtenir l’équation de la résultante , nous ob- 
serverons que dans le cas le plus général , la résultante cou- 
pant l’axe des y en un certain point B ( fig. 5g ) , son équa- Fig. 5g. 
tion doit être de cette forme 

y = x tang D + AB (40- 

Comme l’angle que fait la direction de la résultante avec 
l’axe des x est représenté par a, nous avons D=a, 
et par conséquent , 


^ sin a cos b P cos b 
tang D = = = 


cos a 


cos a P cos a 


Y 


A l’égard de AB , sa valeur est donnée par l’équation 
OA = AB cos OAB. 

¥ 

L’angle OAB qui entre dans cette équation , est égal à D , 
puisque ces angles sont l’un et l’autre complémens de 
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Fig- 59. OAD. Nous pourrons donc remplacer O AB par D , ou 
plutôt par a ; et comme OA n’est autre chose que la 
perpendiculaire qui a été abaissée du centre des momens 
sur la direction de la résultante et que nous avons repré- 
sentée par r , en substituant ces valeurs dans l’équation pré- 
cédente, nous trouverons 

r = AB cos a , 

et par conséquent, 

AB = — . 

CO S Cl 

Mettant cette valeur de AB et celle de tang D dans l’équa- 
tion ( 40 , nous obtiendrons 

_ Y . r _ Y _u Rr _I , Rr 

y X x + cos a X R cos a X X 

Faisant évanouir le diviseur commun X , et réunissant 
les termes en x et en y dans le premier membre , on 
trouvera 

yX — xY = Rr , 

ou en remplaçant Rr par sa valeur ZP p , on aura pour 
l’équation de la résultante, 

yX — x Y = zP p. 

g 3 . Dans le cas de l’équilibre , X et Y sont nuis , et 
cette équation se réduit à zPp = o , résultat qui s’accorde 
avec ce qui précède. 

9 4- Les données qui suffisent pour pouvoir déterminer 
la direction de la résultante étant, i°. les intensités des 
forces ; 2 0 . les angles desquels dépendent leurs directions ; 
3 °. les coordonnées de leurs points d’application , il con- 
viendrait de pouvoir substituer à l’équation (4°) > une 
autre dans laquelle , au lieu des expressions p , p', p ", etc., 
«n fît entrer les coordonnées des points d’application des 
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forces. Pour parvenir à ce but, plaçons l’origine en A 
( fîg. Go) ; et soient x et y les coordonnées du point d’ap- Fig. 6». 
plication M d’une force représentée en intensité par la 
droite MP , les composantes de M parallèlement aux axes 
Ax et A y , seront 

MN = P cos « , 

MQ = P cos C. 

Abaissons de l’origine A les perpendiculaires AO , AF 
et AE sur les directions prolongées de MP et de ses com- 
posantes , nous trouverons 

OA X MP = moment de la résultante P , 

AF X MN = moment de la composante P cos * , 

AE X MQ = moment de la composante P cos S ; 

or , en regardant les forces comme agissant par pulsion, 
la résultante R et la composante P cos « tendront à faire 
tourner AO et AF autour du point A dans le même sens. 

Nous atfecterons donc du signe positif les momens de ces 
forces, et nous donnerons le signe négatif au moment de 
la force P cos 6, qui tend à faire tourner AE en sens 
contraire autour du point A. Ainsi nous aurons l’équation 

P p = ^P cos * — xP cos S (*). 

(♦) Voici de quelle manière on pourrait démontrer directement cette 
équation. 

Les angles a c t fi e'tant ceux que la droite MD ( fig. 5g ) forme avec 
les directions des axes coordonnés, ces angles sont compléroens l’un 
de l’autre j et comme nons avons vn , que l’angle CEM était égal è «, 
il faudra que son complément CED soit égal à fi. Cela posé , nous 
avons 

AO = EC — FE , 

«a 

p = ME cos CEM — AF. cos FEA.” 

Substituant i la place de toutes ces quantités leurs Taleurt analytique», 
nous trouverons 

p = y cos^i — x cos C 
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Pour la même raison , . ' 

P 'p = y P' cos a — x'Y cos S', 

P Y = y” P" cos x"P" cos C, 

P V — yp’ cos «'* — x"P* cos 5”, 
etc. etc. etc. 

en substituant ces valeurs dans l’équation des momens , 
elle deviendra 

P ( y cos » — x cos ff)-f-P' (y cos * — af cos C ^-f-etc.=o .... (4 2 )i 
par conséquent nous aurons pour celle de la résultante , 
_yX — xY = s [ P ( y cos * — x cos C)^. 

t)5. Nous avons vu que pour déterminer les signes des 
momens P p, P 'p', etc. qui entrent dans l’équation (4o) , 
il fallait faire usage de la règle de l’article 86 , qui .est un 
peu étrangère aux considérations analytiques ; mais lors- 
que par une transformation cette équation sera devenue 
celle que nous avons indiquée par ( 4 ^ ) , il suffira 
pour déterminer les signes des momens , de faire usage 
de la règle des signes ( art. 16 ) , en avant seulement le soin 
de changer aussi les signes des coordonnées , lorsque de 
positives elles deviennent négatives. 

Par exemple , soit une force P située à l’égard des axes 
Fig. Gi. coordonnés Ax et A y , comme nous l’avons placée (Gg. 6 i). 
Le moment de cette force étantSfen général P(y cos«— fjxcosî), 
pour le modifier convenablement à ce cas particulier , nous 
avons x négatif, y positif, cos * négatif, cos C négatif ; 
donc le moment de cette force , en ayant égard aux 
signes , deviendra 

P ( — y cos a — x cos C). 

gS. Remarquons qu’il y a toujours une hypothèse pri- 
mitiye faite tacitement sur les signes. Cette hypothèse est 
ici , qu’une force dont la direction CD (fig. 6 o) coupe l’axe 
des y, a son moment P p positif. 
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97 • Les équations d’équilibre (35) , (36) et (3 7 ) expriment 
la condition, que toutes les forces du système se réduisent 
à deux forces égales et directement opposées. En effet , si 
nous appelons P cos*, P' cos*', etc. les composantes pa- 
rallèles à l’axe des x qui agissent dans un sens, etP"cos*", 
P“cos* w , etc. celles qui agissent en sens opposé, l’équa- 
tion (35) reviendra à celle-ci : 

P cos* -f- F cos*' + etc. = P^os*" -f F'cos** -f- etc. 

Les forces P cos*, F cos*', etc. étant parallèles, nous 
pouvons , par la composition des forces , les réduire à une 
seule X' égale à leur somme et parallèle à leur direction. 
Opérant de même à l’égard des forces P"cos«", F'cos «*, etc., 
et appelant X leur résultante, le système de toutes les 
forces parallèles à l’axe des x se réduira à celui de deu* 
forces X' et X" égales et dirigées en sens contraire. 

Par une même construction , nous convertirons toutes 
les forces parallèles à l’axe des y, à deux résultantes Y' 
et Y" égales et dirigées en sens contraire. 

Transportons les forces X' et Y' à leur point de ren- 
contre M (fig. 62) , et les forces X" et Y" à leur point *>. 6i, 
de rencontre N , nous pourrons construire les rectangles 
MA et NB, dans lesquels les cotés MC, MD, NE, NF repré- 
senteront les forces X', Y', X", Y"; et comme les cotés 
homologues de ces rectangles sont égaux, il en sera de 
même des diagonales MA et NB dont les directions se 
trouveront parallèles , en vertu de l’égalité des triandes 
AMD , BNE. 5 

Les équations X = o, Y =0 expriment donc fcette con- 
dition, que les forces situées dans un plan peuvent se ré- 
duire à deux forces MA et NB, égales, parallèles et 
dirigées en sens contraire ; mais ces équations ne disent 
pas que les forces MA et NB agissent dans la même di- 
rection. Pour que cela ait lieu, H faut que l'équation 

4 
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Fig. &. 2 P p~ o soit satisfaite : en effet, nommons R' et R" les 
forces MA et NB, et / et r" les perpendiculaires OP et' 
OQ abaissées d’un point O pris hors des directions pro- 
longées de ces forces ; comme R' et R" agissent en sens 
contraire , les momens de ces forces seront de différent 
signes , et l’équation XVpz=o sera remplacée par celle-ci, 

RV — RV = o. 

Par hypothèse , R' et R" ont les- mêmes intensités ; ainsi 
en supprimant R' et R" comme des facteurs égaux dans 
l’équation précédente, nous la réduirons à 



par conséquent, la différence des droites OP = / et 
QQ = r" étant nulle, il s’ensuit que les points P etQ coïn- 
cident, et que les forces MA et NB sont dirigées suivant 
une même droite. 

Une conséquence de ce qui précède , est que lorsque 
l’équation zPp = o n’est pas satisfaite, et qu’on a seule- 
ment X = o et Y = o , le système se réduit à deux 
forces parallèles MA et NB, du genre de celles que nous 

avons considérées art. (58). 

> 

98 . Si au contraire l’équation 2 Pp = o était la seule qui 
fut satisfaite, il n’y aurait pas équilibre dans le système -, 
car alors les quantités X et Y n’étant pas nulles, il en 
serait de même de R , qui est donnée par l’équation 

R = i/X > -f-, V. 

Dans ce cas , l’équation xPp = o , ou plutôt Rr = o, ne 
pourrait être satisfaite qu’en faisant r=o, puisque nous 
venons de voir que R ne pourrait être nulle ; or r étant 
une perpendiculaire abaissée du centre des momens sur la 
résultante, il suit de là que le centre des momens serait 
sur la résultante. 
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99. Ainsi lorsque , des trois équations 2P cos a = o , 

XP cosSr=o, XPp=o, la dernière seule sera satisfaite, 
il faudra, pour établir l’équilibre dans le système, qu’il 
y ait un point fixe sur la résultante ; par exemple , si les 
forces P, P', P", P", etc. sont appliquées à différens 
points d’un levier, et que le point C par lequel passe la 
résultante soit un obstacle invincible qui détruise l’effet de 
cette résultante , la seule condition XP p — o suffira pour 
mettre le système en équilibre ", nous verrons par lâ suite 
que l’intensité de cette résultante serait la pression exercée 
sur le point C. 

100. Lorsque le système se réduit à deux forces pa- 
rallèles égales et non directement opposées, il suffit d’ajop- 
ter une force arbitraire S , pour qu’il soit susceptible 
d’avoir une résultante. En effet, il peut arriver les deux 
cas suivans : ou la nouvelle force S sera parallèle à P 
et à Q (fig, 63), ou elle ne le sera pas; dans le pre- Fig. 63. 
mier cas : on décomposera S en deux forces P' et Q', 
qui passent par les points A et B art. ( ) ; alors le 

système de* trois forces P, Q et S sera remplacé par 
celui des deux forces inégales P -J- P' et Q — Ç>', et par 
conséquent aura une résultante. 

Si la nouvelle force S (fig. 64) n’était pas parallèle 4* 
aux deux autres, on la prolongerait jusqu'à sa rencontre 
A' avec la direction de l’une de ces forces. Transportant les 
points d’application de ces deux forces en A', on construi- 
rait leur parallélogramme , et l’on déterminerait la résul- 
tante R qui rencontrerait la direction de la troisième force , 
et par conséquent pourrait se composer avec elle. 



4 » 
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CHAPITRE VI. 

Des Forces qui agissent d'une manière quelconque 
dans l’espace. 

loi. Soient P', P", P*, etc. , etc. diverses forces située* 
dans l’espace , 

x , y', z les coordonnées du point d’application de P', 

x", y", z" les coordonnées du point d’application de P", 

x'“,y", z m les coordonnées du point d’application de P*, 

etc. etc. etc. 

», fi', y les angles formés par P' avec les. axes, 

»", fi", y" les angles formés par P* avec les axes, 

fi ", y" les angles formés par P* avec les axes , 

etc. etc. - etc. 

Nous allons chercher les conditions d’équilibre de ce» 
forces , et tâcher de faire dépendre ces conditions de celles 
que nous avons exposées dans les théories précédentes. En 
conséquence , examinons si nous ne pouvons pas décompo- 
ser toutes les forces en deux groupes , les unes parallèles , 
et les autres situées dans un même plan. Comme nous 
pouvons disposer des axes coordonnés de la manière la plus 
convenable au problème , nous tâcherons de décomposer 
une partie des forces dans le plan des x , y , et de faire 
ensorte que toutes les composantes qui ne peuvent pas être 
comprises dans ce plan , soient parallèles à l’axe des z. 

103. Si parmi les forces du système il ne s’en trouvait 
aucune qui fut parallèle au plan des x,y, il serait bien 
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DES FORCES QUI AGISSENT DANS L’ESPACE. 55 
facile d’obtenir la décomposition proposée ; car soit P' l’une 
de ces forces , que nous supposerons appliquée au point 
M' (fig, 65 ) ; on prolongera sa direction jusqu’à ce qu’elle Fl »‘ 65- 
rencontre le plan des x , y en un point C', et transportant 
en C' le point d’application de cette force, on la décom- 
posera en depx autres , l’une C'L parallèle à l’axe des z , et 
l’autre C'N située dans le plan des x, y. 

io 3 . Mais lorsque la force P' est parallèle au plan 
des x , y , une pareille décomposition ne peut s’effec- 
tuer. Ainsi nous allons chercher un autre mode de décom- 
position qui ne présente pas cet inconvénient. 

Pour cet effet , menons par le point M' (fig. 66) une pa- Fig. 66. 
rallèle à l’axe des z, et prenons sur cette parallèle des 
parties égales M'O , M'O' ; ces droites M'O et M'O' pour- 
ront représenter deux forces g' et — g' égales et directe- 
ment opposées. L’introduction de ces deux forces -f- pf 
et — g' ne troublera pas l’équilibre , puisqu’elles se dé- 
truisent mutuellement ; et alors , au lieu de la force P', 
on aura les trois forces P', g' et — g'. On peut composer 
P' avec — g', et en nommant R' la résultante de ces deux 
forces , la force P' sera remplacée par le système des deux 
forces R' et g', l’une et l’autre appliquées en M' ; la force 
g', représentée par M'O , restera parallèle à l’axe des z , 
et la force R' àura la faculté de pouvoir , dans tous les 
cas , rencontrer le plan des x , y , parce que la composante 
— g' qu’elle renferme , et qu’on peut prendre arbitraire- 
ment, est parallèle à l’axe des z. 

104. Nous entrevoyons déjà que puisque des deux forces 
g' et R', l’une est parallèle à l’axe des z , il ne s’agirait 
plus , pour parvenir à notre but, qu^de transporter le 
point d’application de la force R' au point C', où elle perce 
le plan des x , y ; car alors on pourrait encore , comme 
dans l’article 102, décomposer R' à ce point, en deux forces,. 
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l'une située dans le plan des x , y , et l'autre parallèle à 
l'axe des z. De sorte qu’au lieu de la force P', nous aurions 
trois forces ; la première appliquée en C', et située dans 
le plan des x,y> et les deux autres parallèles à l’axe deaa, 
l’une appliquée en C', et l’autre en Ijl'. 

ig 5. Les coordonnées des points d’application des forces 
devenant nécessaires lorsqu’on peut exprimer les conditions 
analytiques de leur équilibre, cherchons maintenant à dé- 
terminer les coordonnées du point C'. 

C’est à quoi l’on parviendra facilement au moyen des 
équations de la résultante R' qui passe par le pointa/, y, z'. 
Pour les obtenir , nous remarquerons que les équations 
d’une droite quelconque R' assujétie à passer par un point 
x , y a' , sont ( art. 5a ) 


z — z' = ^ ( x — x') 

z = y ( y ~ y ) 



. Dans ces équations , X , Y et Z représentent les projec- 
jections de la droite R' sur les axes coordonnés. Ces pro- 
jections étant égales aux composantes de R' parallèlement 
aux axes , il ne s’agira plus que de remplacer X , Y et Z 
par ces composantes. Or R' étant la résultante de P* et de 
— y, on peut substituer à P' ses trois composantes Y cos <*', 
P' cos S’ , P' cos y , et R' sera la résultante des quatre 
forces 

P' cos » , P' cos C' , P* cos y , — g'. 

Ces forces agissant parallèlement aux axes coordonnés , 
nous aurons 

X = P' cos«', Y — Y cos C', Z = Y cos y' — g (*), 

; t 

C) On ne peut dans aucun cas supposer que Z soit nul , parce qu© 
g* e'tapt arbitraire, on le supposera toujours different de P* cos y'. 
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et en mettant ces valeurs dans les équations (43), on ob- 
tiendra pour les équations de R', 


a 


t 


P' cos y — g' 
P' COS a? 

P' cos y — g 


( X X ) 

(y -/) 


( 44 )- 


10 G. Pour avoir les coordonnées du point C' (fig. 66) Fig. 66. 
où la droite R' perce le plan des x, y , nous remarque- 
rons qu’en ce point a = o ; et si nous appelons a , et b J 
les deux autres coordonnées , il faudra supposer dans le* 
équations ( 44 ) > 


x = a t , y = b,, z — o, 
et elles se réduiront à 

d’où l’on tirera 


, a' P' cos * 

a ‘ X P' cos y — g’ 

L , a' P' cos £' . 

b , = y — ïv —i — H ; 


P 7 cos y — g' 


telles sont les coordonnées a t et b t du point C', où la ré- 
sultante R' coupe le plan des x , y. 


(') Voici comme je démontré géométriquement ces équations : soit 
WN (fig. 67) la résultante R' appliquée en M j les composantes reeum- Fig. 67; 
gulaires de cette force 6cront 

MF = P' cos , ME = F cos C , MO = F cos y’—tf. 

Par le point C où R' rencontre le plan des x , y , menons la parallèle CB-' 
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fig. es. 1 °7- ï'i force R' ( fig. 68 ) étant représentée pâr la 

partie M'R' de sa direction, on peut la transporter au 
point C' en prenant C'D' = M'R'. Décomposant alors CD' 
en trois forces rectangulaires appliquées en C', ces forces 
seront les mêmes que les composantes de M'R' •, par con- 
séquent nous pourrons considérer le point C' comme solli- 
cité par trois forces P' cos <*', P' cos £' et P' cos y — g' ; les 
deux premières seront situées dans le plan des x, y, et la 


à l’axe des x , les coordonnées du point C seront évidemment 

AQ = AP — PQ, QC = PD — BD, 

on 

AQ = x' — CB , QC ■= y — BD. 

Il ne s’agit plus que de déterminer CB et BD. Pour cela , nommons 
8 l’angle que la diagonale ON fait avec la direction OL ; les droites 
ON cl CD sont parallèles, puisqu’elles se trouvent situées dans des 
plans horizontaux qui sont parallèles ; d’où il suit que les angles NOL , 
DCB sont égaux comme formes par des côtes parallèles , ainsi nous 
aurons 

DCB = 8 ; 

par conséquent 

CB = CD cos 8, DB = CD sin 8 (45). 

Cela pose , les triangles CMD , OMN rectangles , l’un en D et l’autre 
en O , nous donnent la proportion 

MO : ON :: MD : CD, 

ou 

F cos y' — g' ; on :: * : CD; 

doue 

CD — . 

CD -Fcos > '_s'’ 

mettant cette valeur (laus les équations (45) , on obtient 
2 . ON cos 6 _ „ 2 . ON sin & 


CB = 


DB = 


P'cosy— g” "" — Fcos-/ — s” 
remplaçant ON cos 8 et ON sin 8 par leurs valeurs OL et NL , et 
observant que OL et NL ne sont autre chose que les composantes 
F cos et P' cos C de MN , nous aurons 


CB = 


z. F cos a! 


DB = 


2 . F cos C 


P' cos y'— g” — F cos y' —g' * 

valeurs qu’on substituera dans celles de AQ et de QC. 
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troisième sortira de ce plan et agira parallèlement à l’axe Fig. 68. 
des z. Ainsi au lieu de la force P' appliquée en M', 
nous aurons 

en M' la force g' parallèle à l’axe des z , 

en C' la force P 7 cos y — g' parallèle à l’axe des z, 

en C' la force P'cos *'.... située dans le plan des x, y, 

en C' la force P' cos S'.... située dans le plan des x, y, 

108. En opérant de même à l’égard des forces P", P*, / 

P ,v , etc. , au moyen des forces g" — g", g * — g", g" — g ,T , etc. 
qu’on ajoutera à leurs points d’application M", erc., 

on décomposera le système en deux groupes de forces , 
les unes parallèles à l’axe des z, et les autres situées dans 
le plan des x , y. 

Les forces parallèles à l’axe des z seront 
g > g" y g" > etc. 

appliquées aux points M', M", M", etc. ; 

P' cos y — g' , P" cos y" — g" , etc. 
appliquées aux points C', C", C*, etc. 

Et les forces situées dans le plan des x , y , seront 
F cos a! , P" cos *" , P" cos <** , P* cos y* — g ®, etc. 

appliquées en C', C", C", etc. ; 

P' cos C , P" cos S " , P" cos o" , etc. 
appliquées en C, C", C", etc. 

109. On va démontrer que pour qu’il y ait équilibre entre 
ces forces, il faut, 1°. que les forces situées dans le plan 
des x , y se fassent équilibre ; 2 0 . qu’il en soit de même à 
l’égard des forces parallèles. 

Pour cela , les points C', C", C", etc. , considérés comme 
les points d’application d’une partie des forces du système , 
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sont invariablement liés entr’eux. On peut donc imaginer 
que par deux de ces points on ait mené une droite C'C" 
qu’on prolongera indéfiniment de chaque côté ; si l’é- 
quilibre général subsiste , cette droite sera immobile -, par 
conséquent aucun des points qui la composent ne pourra 
se mouvoir : or cela suffit pour expliquer la destruction 
mutuelle des forces situées dans le plan des x, y. 

En effet, toute force située dans Te plan des x, y ren- 
contrera la droite fixe ou lui sera parallèle. Dans le premier 
Fig. 69. cas , nous représenterons cette force par AB (fig. 69), et nous 
la prolongerons jusqu’à sa rencontre O de la droite fixe ; 
et comme il suffit qu’une force ait un point fixe dans sa di- 
rection pour qu’elle soit détruite , ce point O rendra nul 
l’effet de la force AB. 

D’une autre part , si une force DE était parallèle à C'C", 
elle ne pourrait se mouvoir sans entraîner C'C" dans le même 
sens, ce qui est impossible, puisque la droite C'C" est fixe ; 
par conséquent la force DE sera aussi sans effet (*). 

Les forces qui sont dans le plan des x , y étant en équi- 
libre , il faut que les forces verticales le soient aussi ; car 
autrement l’équilibre général n’aurait pas lieu. 

110. Le problème est ainsi réduit à trouver les conditions 
d’équilibre , i°. des forces parallèles à l’axe des z ; 2 0 . de3 
forces situées dans le plan des x, y. 


(*) On pourrait le démontrer plus rigoureusement de la manière 
suivante. Soit MP ( fig. 70 ) une force parallèle A la droite fixe AB ; 
menons au point d'application M de celle force , deux droites MM et 
MM' égales et directement opposées. Mous ne changerons rien A l’état 
du système, puisque MM et MM' se détruiseu». Or en composant MP 
avec MM', on a la résultante MS qui est détruite parle point O situé 
sur sa direction. La force MM est aussi détruite par la résistance du 
point L ; donc le système des forces MM , MM' et MP n’ayant aucun 
effet, il en sera de meme de MP. 
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Conditions d'équilibre des forces parallèles à l'axe des z. 

JT 

111. Ces conditions étant les mêmes que celles que 
nous avons prescrites, article 70, elles exigent qu’on égale 
à zéro , • ' 

i°. La somme des forces parallèles à l’axe des z ; 

2°. La somme des momens par rapport an plan des y, z ; 

5°. La somme des momens par rapport au plan des x , z ; 

La première de ces conditions nous donne 

P 7 cos y — g' + g' + P" cos y — g" -4- g" 

+ P* cos y" — g* -f g" -f etc. = o ; 
ou , en réduisant , 

P’ cos y -)- P* cos y" -f- P" cos y* + etc. = O . . . . (46). 

Pour remplir la seconde condition, nous avons deux sortes 
de momens à prendre. 

i°. Ceux des forces g', g", etc. appliquées aux points 
M', M", etc. 

a 0 . Ceux des forces P' cos y — g', P" cos y " — g", etc. ap- 
pliquées aux points C', C", etc. 

pn considérant d’abord la première force g' qui agit au 
point M' (fig. 71 ), le moment de cette force par rapport au Fig. 71. 
plan des y, a, est g' X M'N' ; or M'N' = B'D' = AG' = x' -, 
donc le moment cherché est gV. 

A l’égard du moment de la force P' cos y — g' qui agit 
en C , ce moment pris par rapport au même plan des y, s, 
est évidemment égal à (P' cos y' — g') XE'C', ou plutôt 
à ( P' cos y — g' ) «,; donc la somme des momens des 
forces g' et P' cos y — g' par rapport au plan des y , z , 
est représentée par 

gV + (P / COS y — g' ) a t . 
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Fig. 71. Mettant dans cette expression la valeur de c y trouvée ar- 
ticle 106 , on aura 


g x' + ( P' cos y —g) (x' 


z'Y C03 a! \ 
F cos y' — g')’ 


effectuant la multiplication indiquée et réduisant 
trouve 


x'Y cos y' — z'Y cos * . 


> 


on 


Prenant , par le même procédé , les momens des forces 
parallèles appliquées aux points M", M*, etc. , C", C", etc. , 
et réunissant tous ces momens , leur somme sera exprimée 
par l’équation 

P' ( x' cos y — a' cos et' ) 

-f- P" (x" cos y" — a* cos <*")+, etc. = o . . . . (47). 

Pour obtenir la troisième équation d’équilibre des forces 
parallèles , le moment de la force g-' appliquée en M', par 
rapport au plan des x, z, sera g' X M'L':= g'xB'G' = g y \ 
celui de la force F cos y — g' appliquée en C' } sera 
(F cos y — g) b t : ainsi l’on aura pour la somme de 
ces deux momens , 


s'y' 4 - (P' COS y— g') b r 

Mettant pour b t sa valeur, frt. 106, et réduisant, on 
trouvera 

y'Y cos y' — a'F cos C. 

Déterminant de même les momens des autres forces pa- 
rallèles par rapport au plan des x , z , on aura pour la 
troisième équation de condition * 

F (y cos y — t! cos S' ) 

+ P* ( y" cos y" — z" cos £" ) -f- etc. = O. . . , . (48). 
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Conditions d’équilibre des forces situées dans le plan 
des x , y. 

1 12. Ces conditions étant les mêmes que celles des forces 
qui agissent dans un plan , il faut , 

i°. Que la somme dés forces parallèles à l’axe des x soit 
égale à zéro ; 

a". Que la somme des forces parallèles à Taxe des y soit 
égale à zéro; ‘ ’ ' ' ■' ' ' . 

3 °. Que la somme des momens des forces par rapport à 
l’origine , soit égale à zéro. 

Les deux premières 'de ces conditions donnent lieu aux 
équations . — .... î 

P' cos «'-f- P* cos *"+ P* cos «*+ etc. = o ( 4 g) , 

P' cos P” cos C'-f~ P" cos £"+ etc. = o ( 5 o). 

A l’égard de la troisième condition, en considérant d’abord 
le point C' ( fig. 72 ) , nous avons les deux forces P' cos » Fig. 711. 
et P' cos £' appliquées . à ce point. Prenant les momens de 
ces forces par rapport à l’origine A, le moment de la 
force P' cos * sera 

P' cos «' X AE' = P' cos *' X C'F' = P' cos « X b, ; 

de même le moment de la force P' cos C par rapport à 
l’origine A sera 

P' cos C X C'E' = P' cos C X AF' = P' cos ? X a t . 

> * î * . 

Ces momens doivent être de signes oontraires , parce que 
les forces P' cos « et P' cos C tendent à faire tourner le 
système en sens opposé autour de îorigine A. Ainsi en 
regardant comme positif le moment où entre la força 
P co# « qui tend à pousser l’axe des y , nous écrirons 

. - P' cos * X b t — P' cos C* X a t \ 
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Fig. y», mettant dans cette expression les valeurs de a t et de b, 
r trouvées article 10G , nous aurons 


P'cos 



zY cos C \ 
P'cosy' — g) 


YcosïÇy 


z'Y COS «' \ 

P'cosy -~gV ’ 


Effectuant les multiplications indiquées et réduisant , on 
trouvera 

y Y cos «' — x’Y cos C ; 

opérant de la même manière à l’égard des forces qui sont 
appliquées aux points C", C, etc.', nous trouverons cette 
dernière équation d’équilibre 

P' ( y’ cos *' — x' cas G”) 

-f- P" (y cos a" — x " cos C") -f- etc. = o (5i). 

1 i3. On peut écrire ainsi les équations ( 46 ) , (47), (48) > 
(49) » ( 5o ) et (5 1 ) ; . 


zÇ 00 s « — o (5a) , 

ZP cos £ = o. ,(53) , 

ZP co s y = o (54) , 

SP ( y cos « - — xcos G) — o. . . .(55) , 

ZP ( X COS y Z COS ce ) = o . . . . (56) , 

ZP (y cos y — * cos G) = o... .( 57 ). 

(n 4). Lorsqu’il y a un point fixe dans le système, 

toutes ces équations ne sont pas nécessaires. En effet , si 
l’on place l’origine en ce point , on voit d’abord qu’il y 
aura équilibre entre les forces situées dans le plan des 
x , y , si le système dè ces forces ne peut tourner autour 
du point fixe. Cette condition sera remplie si l’on a 

zP ( y cos et — x cos C) = o. 

Il ne s’agit donc plus que de trouver les conditions d’équi- 
libre des forces parallèles à l’axe des z. Pour cet effet , 
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•oient x j , y / et o les coordonnées du point où la résul- 
tante des forces parallèles rencontre le plan des x , y ; en 
quelque part qu’elle soit situé», il $uit de la propriété 
des forces parallèles que le momeut de cette résultante, par 
rapport à l’un des plans des x , z , et des y , 2, est égal à 
la somme des mc-mens des forces parallèles par rapport 
à ce plan ; par conséquent nous avons 

R a t si: XP (x cos y — z cos a), 

Rè, = XP (y cos y — z cos £). 

Pour qu’il y ait équilibre entre les forces parallèles, il faut 
que leur résultante passe par le point fixe qui est à l’ori- 
gine , ce qui exige qu’on ait n / 3= o , b - = o. Cette hypo- 
thèse réduit les équations précédentes à 

XP ( x cos y — 2 cos * ) = o, 

XP {y cos y — 2 cos S ) == o. 

Ainsi lorsqu’il y a un point fixe dans le système , il y 
aura équilibre entre toutes les forces , quand les équa- 
tions ( 55 ) , ( 56 ) et (57) seront satisfaites. 

1 15 . Si le système est assujéti à tourner autour d’un axe 
fixe ; en prenant cet axe pour celui des 2 , toutes les forces 
qui lui seront parallèles se détruiront , et il ne restera plus 
que les forces dirigées dans le plan des x , y. Or , pour 
qne ces forces soient en équilibre , il suffit que leur ré- 
sultante passe par le point A qui est fixe comme appar- 
tenant à l’axe A z. La condition nécessaire pour que la 
résultante passe par ce point est-, comme nous l’avons vu, 
qu’on ait 

XP ( y cos * — x cos ®) 3= o. 

1 

Cette seule équation suffit pour qu’il y ait équilibre dans 
le système , lorsque l'axe des 2 est fixe. 

1 1 6. Si l’on rendait fixe l’axe des y ou celui des x , 
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Fig. on démontrerait de même que pour que le système fut 
en équilibre , il faudrait qu’on eût dans le premier cas , 

ZP (x cos y z cos « ) = o , 
et dans le second , 

. ZP ( y cos y — z cos C ). 

117. On a besoin d’une condition d’équilibre de plus , 
lorsque le corps peut glisser sur l’axe fixe ; cette condi- 
tion est que l’on ait 

ZP cos y = o. 

118. En comparant la condition d’équilibre d’un système 

qui se meut autour d’un axe fixe , à celles quv ont lieu 
lcnrsque ce système est mobile autour d’un point fixe , on 
peut énoncer ainsi ces dernières conditions : II y aura équi- 
libre autour d’un point fixe , si en regardant successive- 
ment chaque axe comme fixe , t'équilibre a lieu dans cha- 
cun de ces cas. \ i ' • 

-1 iq. A l’égard des forces qui agissent sur un plan fixe , 
il est évident que celles qui lui sont perpendiculaires sont 
détruites par la résistance de ce plan ; donc les conditions 
d’équilibre se réduisent alors à celles des forces situées dans 
un plan , et l’on a par conséquent 
ZP cos « = o, 

ZP cos S ~ o, 

ZP {y cos « — x cos ff ) = o. 

120. Si un corps repose sur un plan et peut être retl- 
yersé , il faut ajouter à ces trois conditions , celle que la 
résultante des forces perpendiculaires au plan , passe par un 
point commun à ce plan et au corps , ou rencontre le poly- 
gone formé avec les points de contact. . 

I3i. Nous terminerons cette matière par la solution de ce 
problème : Trouver V équation de condition qui doit avoir 
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lieu pour que plusieurs forces situées dans l'espace aient 
une résultante unique. Il y aura une résultante unique dans 
le système, si la résultante des forces parallèles à l’axe des 
z perce le plan des x, y en un point E (Kg. 7 3 ) qui soit sur Fig. 73. 
la résultante des forces situées dans le plan des x, y. Pour 
exprimer cette condition , il faut remarquer d’abord que 
lorsque l’équilibre a lieu , il existe aussi entre les forces 
parallèles à l’axe des z. Les conditions d’équilibre de ces 
forces sont , art. 111, 

P cos y + P , cos y' -f- P" cos y" -f- etc. = o, 

/ 

P (x cos y — z cos «) -f- P' (x' cos y' — z' cos *') -f- etc. = o. 

P (y cos y — z cos £) -(-P' ( y ' cos y' — z' cos 6 ') -+• etc. = o. 

En regardant la première de ces forces comme égale et di- 
rectement opposée à la résultante P cos y de toutes les autres , 
nous aurons pour déterminer la résultante des forces parallèles 
P cos y = P' cos y -j- P" cos y" -f- etc. , 

P (x cos y — z cos *) = P' ( x' cos y • — z cos «' ) -f- etc. , 

P (y cos y — z cos G ) — P' (y' cos y' — z' cos C ) -f- etc. 

Si le point d’application de cette résultante est sur le plan 
des x, y , soient x /t y, et o , les coordonnées de ce point ; 
en mettant ces valeurs à la place de x , de y et de z dans 
les premiers membres des équations précédentes , on aura 

P cos y = P' cos y + etc. , 

P cos yx t = P' (x' cos y or z' cos *') -f- etc,, 

P cos yy t — P' (y' cos y — z' cos S") -f- etc. 

Représentons par Z le facteur P cos y , et par M et N les 
seconds membres de deux de ces équations j elles deviendront 

Z s= P' cos y + etc. , 

Zx, = M, 

Zy / = N; 

5 
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Fig- j 3 . <J’ 0 ù l’on tirera 

M N, 

x> z * y* z* 

Ayant ainsi déterminé les coordonnées x ; et y t du point où 
la résultante des forces parallèles rencontre le plan des x,y, 
if faut maintenant exprimer la condition nécessaire pour que 
ce point se trouve sur la résultante des forces situées dans le 
plan des x, y: l’équation de cette résultante est, art. 94 » 
Xy — xY = SP ( y cos « — x cos S ) ; 
et en faisant, pour abréger, 

ZP ( y cos * — x cos S) — L , 

* elle devient 

Xy — xY = L ; 

remplaçant dans cette équation x et y par les valeurs de x f 
et de y , que nous venons de déterminer , «nous exprimerons 
la condition demandée , et nous trouverons 
XN MY T 

2 Z ~ L ' 

Chassant les dénominateurs et transposant, nous aurons enlin 
XN = LZ + MY. 

Lorsque cette équation sera satisfaite , les forces se réduiront 
à une seule résultante , hors cependant le cas où l’on a 
X = o , Y = o , Z = o. 

1 us. D’après ce que nous avons vu, art. 97, les équa- 
tions X = o et Y = o expriment la condition que les forces 
situées dans le plan des x , y , peuvent se réduire à deux 
composantes R' et R" égales et agissant en sens contraires. 
Par un procédé analogue , on pourrait aussi réduire les forces 
parallèles à l’axe des z , à deux forces Z' et Z" égales et agis- 
sant en sens contraires. Ainsi dans le cas où l’on a seule- 
ment X. = o,Y=o,Z=o, le système de toutes nos 
forces reviendra à celui de quatre forces R', R", Z' et Z* 
qu’on pourra réduire à deux forces égales et dirigées en sens 
contraires £4]. 
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CHAPITRE VII. 

/ 

Des centres de gravité. 


123. 1 OüTES les parties de la matière sont soumises à 
une force qui les entraîne vers la terre perpendiculairement 
a sa surface. Cette force est la gravité ou pesanteur. 

La terre étant presque sphérique , les directions des 
différens points matériels qui la composent , concourent à 
peu près en son centre ; et comme ce centre est très-éloigné 
de la surface de la terre , on peut , sans erreur sensible , 
supposer ces directions parallèles. 


124. On a observé que lorsqu’on s’écartait du centre 
de la terre , la pesanteur diminuait en raison inverse du 
carr^de la distance qui se trouve comprise entre ce centre 
et le lieu qù l’on est. Par exemple , si un corps est placé à 
une distance du centre de la terre , prise pour unité , 
et qu’il soit ensuite transporté à de3 distances représentées 
par les nombres a , 3 , 4 > etc- > la pesanteur deviendra 

. 111 îii . 

successivement — , gj, — , etc. , ou - , - , ^ . etc., de ce 

quelle était lorsque le corps se trouvait à l’unité de distance. 


125. La terre étaftt aplatie vers les pôles , et renflée à 
l’équateur , il suit de là qu’en allant vers les pôles , on 
s’approche du centre de la terre , et que par conséquent la 
pesanteur doit augmenter d’intensité. Nous verrons , lors- 
que nous parlerons de la force centrifuge , qu’il est une autre 
cause qÿl fait*que l’intensité de la pesanteur est plus grande 
au pôle qu’en tout autre lieu. 


5 .. 
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126. La pesanteur transmettant son actîon à toutes les 
molécules d’un corps , les soumet donc à des forces dont on 
peut regarder les directions comme parallèles ; la résultante 
de toutes ces forces , qui est égale à leur somme , constitue 
le poids du corps. 

Il suit de cette définition que dans les corps homogènes , 
les poids sont proportionnels à leurs volumes. 


127. La densité d’un corps est la plus ou moins grande 
quantité de matière qu’il renferme sous un volume 
donné. On a pris pour unité de densité le gramme qui 
est la quantité de matière que contient le centimètre 
cube d’eau distillée au maximum de la condensation. 
Si l’on compare le gramme au centimètre cube d’une autre 
substance que l’eau distillée , ce centimètre cube renfermera 
le gramme ua nombre de fois que je représenterai par D , et 
qui , suivant le cas , sera au-dessus ou au-dessous de l’unité. 
Ce coefficient D est ce qu’on appelle la densité de la substance 
à laquelle il se rapporte. Par exemple , si D est la densité de 

l’or , nous aurons l’équation « 

■ 

un centimètre cube d’or—D X un gramme ; 
d’où nous tirerons 

D un centimètre cube d'or 

un gramme 


128. Jusqu’à présent nous n’avons considéré que la ma- 
tière comprise dans le centimètre cube que nous avons pris 
pour unité de mesure mais si nous votflons évaluer la quan- 
tité de matière comprise dans un corps homogène dont le 
volume Y est donné , il faudra répéter le nombre D de 
grammes renfermés dans l’unité de mesure , autant de 
fois que le volume Y contient d’unités , ce qui nous donnera 
l’équation . . 

M = YD ( 58 ), 


N 
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M est ce qu’on appelle la masse ; on voit que c’est la 
quantité de matière renfermée dans un corps. 

129. Si la pesanteur ne variait pas d’un lieu à l’autre , le 
poids d’un corps pourrait en représenter la masse ■, dans ce 
cas , il serait permis de poser l’équation 

P = M (5 9); 

mais si en transportant la masse M à une autre distance du 
centre de la terre , le poids P change d’intensité , il faudra , 
pour maintenir l’égalité dans l’équation précédente , multi- 
plier M par un certain coefficient que j'appellerai g de 
sorte que nous aurons l’équation 

P = Mg. ... . .(60) ; 

et alors g sera un coefficient dont la valeur se modifiera 
suivant le lieu où le corps sera transporté , tandis que M 
sera toujours constant et représentera le poids du corps 
dans le lieu qui se rapporte à l’équation ( 5 g ) ; ou , ce 
qui est la même chose, dans le lieu où ce coefficient g est 
égal à l’unité. 

Ce coefficient g est la mesure de la pesanteur. 

1 3 0. Des deux équations ( 58 ) et (60) on tire celle-ci, 

P = VDg, 

ce qui nous indique que le poids varie proportionnelle- 
ment à la pesanteur g , à la densité D et au volume V 
du corps. 

1 3 1. Par exemple, la pesanteur et le volume étant les 
mêmes dans deux corps , celui dont la densité serait n fois 
plus grande , aurait un poids n fois plus grand. 

Dans un même lieu la pesanteur étant constante , qf 
aura la même valeur pour chaque poids. 

i 3 a. Si à différens points liés entr’eux d’une manière 
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invariable , et dont les coordonnées sont respectivement 
x , y , z ; x', y', z j x", y“, z" , etc. , on applique les poids 
P', P", P", etc. , en considérant ces poids comme des forces 
parallèles , nous pourrons , art. 63 et 64 1 déterminer les 
coordonnées x t) y /t z / du centre des forces parallèles , et 
nous aurons 

Px-f PV-f P'V-f-etc. 

X ‘ ~ P + P'+P'+etc. * 
v _ Py+PY+P"y"+etc. 

P + p'-f P"-f- e tc. ' 

_ Pz+PV-f-PV' + etc. 

Zj ~~ " P+P' + P“-H etc. ' 

133. Lorsque les forces , comme dans le cas présent, 
agissent par l’effet de la pesanteur , le centre des forces 
parallèles porte le nom de centre de , gravité. Soient 

/ m , m', m", etc. les masses qui correspondent aux poids 

P , P', P", etc. , on aura 

P — mg, V — m! g , P* = m" g : 

en substituant ces valeurs dans les. équations précédentes , 
et en divisant les deux termes de chaque fraction par g , 
on obtiendra 

mx m x ' - (- m" x" -f- etc. 

X ‘ m -f- ni -f- m“ -|- etc. ’ 

m y 4- m'y' -f- y"-f-etc. 

J ‘ 771 + 771' ~{- m" -J- etc. ’ 

_ mz mz -}- 77i"z." -f- etc. _ 

Z/ 771 -f- 771' -j- m" -f- etc. ’ 

çp qui nous apprend que la position du centre de gravité 
est indépendante de la pesanteur. 

134. Si les corps sont d’une substance homogène, en 
appelant D leur densité , et v , v\ v", etc. leurs volumes , 
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on aura , art. 1 38 , 

m = vD , m' — v'D , m“ — v"D , etc. 
et en opérant comme précédemment , on trouvera 

_ vx -f- \> x' 4- Sx" -f- etc. 

X ‘ v + v' + v* + etc. * 


vy -f- v y -f- v“ y" etc. 

v -f- v' v n 4- etc#. 
vz + v'z' 4- v"z" -j- etc. _ 
v -f- v 4- v" + etc. * 


7 » 

« 



et en nommant V le Volume de tout le système , ces. 
équations deviendront . r 

vx 4- v'j/ 4- etc. 

x i — y » 

; 

v — v y + V Y + etc- 

Jv ■ y . > 

vz -f- vV 4- etc. 

— y *. 

t35. On peut déterminer par une expérience, le centre , 
de gravité d’un corps, de la macère suivante. On suspend 
(fig. 74) ce corps à un fil CA, et le prolongement AB Fig.-nÇ 
de la direction du fil passera par le centre de gravité. Pour 
connaître ensuite sur quel point de la droite AB est situé le 
centre de gravité, on suspendra le corps par un autre point, 
et la verticale EF dirigée suivant le prolongement du fil , 
devant contenir le centre de gravité , il sera au point d’in- 
tersection G de ces deux lignes. • 

Dans cette expérience , le corps n’étant retenu que par 
celui de ses points auquel est attaché le fil , il faut que la 
résultante passe par ce point; et comme elle est verticale , 
sa direction est celle du fil. 


i36. Le centre de gravité d’une droite AB (fig. 75), est r; g . -5. 
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à son milieu C ; car en la considérant comme chargée de 
points matériels pesans , chaque molécule m située d’un 
côté du point C , correspondra à une autre molécule m , 
également distante de C ; par conséquent les momena 
m X Cm et m' X Cm' seront égaux. Ce que nous disons 
des molécules m et m pouvant s’appliquer à toutes celles 
de la droite AB, prises deux à deux, il en résulte que la 
somme des moipens de toutes les molécules , par rapport 
au point C , est égale à zéro ; doup le moment de la ré- 
sultante sera nul , et par conséquent la résultante passera 
par le point C qui se trouve au milieu de la droite AB. 

137. Le centre de gravité d’un parallélogramme AD 
fig -G ( fl S- 7 ®) est à l’intersection G des droites EF et HK qui 
partagent les côtés parallèles en deux parties égales. 

En effet , si l’on conçoit que toutes les molécules du pa- 
rallélogramme soient disposées sur des parallèles à AB , les 
centres de gravité de toutes ces parallèles se trouveront sur 
la droite EF qui passe par les milieux E et F des côtés op- 
posés CD et AB ; car EF coupe toutes ces parallèles en 
deux parties égales. II suit de là que, le centre de gravité 
du parallélogramme doit*se trouver sur EF. On prouverait 
de même que HK. qui divise CA et DB en deux parties 
égales , contient aussi le centre de gravité du parallélo- 
gramme ; donc ce centre de gravité est au point d’intersec- 
tion G des droites EF et HK. 

7 38 . Le centre de gravité de l’aire d’un triangle ABC 
(fig. 77) se trouve en menant une ligne CD sur le milieu 
IS ' de la base AB, et en prenant la partie DG égale au tiers 
de CD. Pour le démontrer, on va d’abord faire voir qu’il 
est sur cette droite CD. En effet, CD passant par les 
milieux de toutes les parallèles à AB , contient le centre de 
gravité de l’aire du triangle : il en est de même d'une droite 
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AE qui passerait par le milieu de CB ; donc le centre de 
gravité de l’aire du triangle , est au point d’intersection G 
de ces droites. 11 reste à prouver que G est au tiers de CD , 
à partir de la base. Pour cela , ayant mené la droite DE , 
les triangles ACB, DEB sont semblables ; car les côtés BD 
et EB étant les moitiés de AB et de CB , ces triangles qui 
ont un angle compris entre deux côtés proportionnels , 
sont semblables ; d’où il suit que DE est parallèle à AC j 
donc les triangles ACG et DEG sont aussi semblables et 
donnent 

cg : gd :: ac : de :: ab : bd :: 2 : 1 -, 


donc 

et par conséquent , 


CG = 2GD; 


CD ou CG + GD = 3 GD ; 
d’où l’on tire 

GD = £ CD. 


i 3 p. Pour trouver le centre de gravité d’une pyramide 
triangulaire , on mènera par le sommet et par le centre de 
gravité de la base , une droite AG ( fig. 78) , et en prenant Fig ^ 
GO = \ AG , le point O sera le centre de gravité de la 
pyramide. 

Pour le démontrer , imaginons que cette pyramide soit 
partagée en tranches parallèles à la base BCD ; la droite 
AG passant par les centres de gravité de toutes les tranches, 
contiendra le centre de gravité de la pyramide. De même 
par le sommet D de l’angle D , et par le centre de gravité G' 
de la face opposée ABC , menons la droite DG' ; cette droite 
contiendra le centre de gravité de la pyramide -, par consé- 
quent lorsqrfon aura prouvé que ces droites se rencontrent 
en un point O , ou pourra conclure que le centre de gravité 
cherché est en ce point. 


« 
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Or pour démontrer que les droites AG et DG' se coupent 
en un même point , il suffit de remarquer que ces droites 
ayant chacune leurs points extrêmes situés dans le plan 
AED, elles y sont comprises l’une et l’autre, et par con- 
séquent elles doivent se rencontrer en un point O. 

Pour déterminer ce point , menons la droite GG' : les 
triangles G'EG et AED sont semblables ; car ils ont un angle 
compris entre deux côtés proportionnels , vu que EG =3 ED, 
et que EG' = -j EA; donc GG' est parallèle à AD. Cela 
posé , à cause des triangles semblables OGG' et OAD , 
on a 

GG' : ad :: go : oa ; 


les triangles semblables EGG' et EAD nous donnent aussi 


GG' : ad :: eg : ed. 


En comparant les seconds rapports de ces proportions » 
on en conclut cette troisième , 


, donc 


go : oa :: eg : ed :: t : 3 ; 
3 GO = OA ; 


ajoutant GO de part et d’autre , on a 

4 GO — OA -j- GO = AG î 

donc 

GO = i AG. 

i 4 o. En général le centre de gravité d’une pyramide- 
Fig. 79. polygonale ABCD ( Fig. 79 ) est au quart de la droite SF, 
qui , du centre de gravité de la base , est menée au sommet 
de la pyramide. Pour le démontrer , ayant pris FO = i SF , 
et mené par le point O un plan parallèle à la base de la 
pyramide , ce plan contiendra le centre de gravité. En effet, 
si par le centre de gravité F de la base , on m?ne les droite* 
FA, FB , FC, FD, etc. aux sommets des angles du polygone,, 
on formera autant de triangles qu’il a de côtés ; ces triangle*. 
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pourront servir de bases à un égal nombre de pyramides 
triangulaires qui auront le même sommet S. Toutes les 
lignes menées du sommet S aux centres de gravité de ces 
triangles, seront coupées proportionnellement par le plan 
qu’on a mené parall élément à la base ; d’où il suit que 
ces lignes seront toutes coupées par ce plan , au quart de 
leurs longueurs , à partir de la base. Ces points d’intersection 
seront donc les centres de gravité des pyramides partielles. 

Ces centres de granité étant renfermés dans le plan que nous 
avons mené parallèlement à la base , il en résulte que le 
centre de gravité de la pyramide polygonale , sera dans ce 
plan. D’une autre part , la droite SF contient aussi le centre 
de gravité de la pyramide polygonale , puisque cette droitp 
passe par les centres de gravité de toutes les sections pa- 
rallèles à la base. Ainsi le centre de gravité de la pyramide 
polygonale est au point O , où la section que nous avons 
menée parallèlement à la base , rencontre la droite SF ; 
c’est-à-dire est au quart de la droite SF, à partir de la 
base. 

l 4 i. Trouver le centre de gravité d'un polygone. On 
le décomposera ( fig, 80) en triangles ; et nommant a , a' p;-. 8<* 
a", etc. les aires ABC , ACD , ADE , etc. de ces triangles , 
on regardera a , a', a’ , etc. comme des poids appliqués aux 
centres de gravité G, G', G", etc. des triangles ABC, ACD, etc. 

Le centre de gravité de l’aire ABCDA se trouvera par 
la proportion 

a + a' : a :: GG' : G'O. 

On cherchera ensuite le centre de gravité K de l’aire 
ABCDEA , en déterminant la résultante de « + «' agissant 
en O , et de a“ agissant en G”. Pour cela on établira la. 
proportion 

et "h af -J- o* î û* i! OG” * OK , 

et ainsi de suite. . 
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Le même problème pourrait aussi se résoudra par 
la considération des forces parallèles. En effet , soient x t 
et y t les coordonnées du centre de gravité du polygone 
Fig. 81. (lig. 81 ) : la théorie des forces parallèles nous fournit 
ces équations , 

R = P + P' + P" -f- P*, 

Rx, = Pi + PV -f P"x" + P* x m , 

R y, = P y + P y + P"/ + P*/'. 

Nommons toujours a , a', a", etc. les aires des triangles 

ABC, ACD , ADE , AEF, etc., nous aurons 

P = a , P ' = a! , P" — a” , P* == a" , 
et les équations précédentes nous donneront 

R « fl — f- fl' fl" -f- a* , 

ax -f- a'x' -f- a" x" -{- a m x m 

Xj a -)- a' -f- a" + a ! * 

_ gy -f- a y' + d'y" + <y* ’ 

a + a' + a" + a" 

Ayant donc pris ensuite OP =x t , on mènera la parallèle 
PG — y t à l’axe des y , et le point G sera le centre de 
gravité. 

r 43 . Trouver Je centre de gravité du contour d'un poly- 
gone* On opérera comme précédemment, en remarquant 
que le centre de gravité de chaque côté étant à son milieu , 
on peut regarder les milieux des côtés du polygone comme 
chargés de poids proportionnels à ces côtés. 

i 44 . Trouver Je centre de gravité d'un arc de courbe 
Fig. 8a. plane. L’élément mm' d’un arc de courbe plane (Eg. 8a) étant 
{/ dx‘ A -f- f/y 1 , en peut , à cause que cet arc est infiniment 
petit, regarder son centre de gravité comme placé en son 
milieu o, et mettre les coordonnées x et y du point m à la 
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place de celle du point o ; par conséquent , le moment de 
mm', par rapport à l'axe des x , est 

op X mm' = y \Z~dx 2 -\-~3y* , 
et par rapport à l’axe des y , 

oq X mm = i j/ dx* -f- dy*. 

Nommant x, et y t les coordonnées du centre de gravité ; 
et s la longueur de l’arc MM', les momens de cet arc , 
par rapport à chacun des axes , seront respectivement sx, 
et s y/, ces momens devant être égaux à la somme des 
momens des élémens , nous aurons 

*y, ~ fy V dx ‘ + <y% 

sx t = /x (/ dx 1 -f- dy % , 

et la longueur de l’arc MM' sera donnée par l’équation 
s — f ÿ' dx* -+■ dÿ*. 

i45. Cherchons , par exemple, le centre de gravité d’un 
arc de cercle BO (Eg. 83). Pour cet effet , on disposera les Fig. 8Ï - 
axes coordonnés de manière que.cet arc soit partagé en deux 
parties égales par l’axe des abscisses ; alors le centre de 
gravité de l’arc BO sera sur cet axe, et l’on aura y,— o. 

Pour le démontrer, remarquons que les centres de gra- 
vité g et g' des arcs égaux BD et DO devant être disposés 
symétriquement à l’égard de l’axe des x , il faut que le centre 
de gravité G de l’arc total BO soit sur l’axe des x, au milieu 
G de gg'. Il ne s’agit donc plus que de connaître l’abscisse 
AG = x / du centre de gravité de l’arc BD , puisque cette 
abscisse doit être la même que celle du centre de gravité 
de l’arc BO. Or x, est donné, art. 144 > pat l’équation 

sXj — Jx \Zdx'-}-dy* (Si). 


» 
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Fig. 83. Pour intégrer le second membre de cette équation , non* 
allons chercher à le rédnire à une seule variable au moyen 
de l'équation du cercle qui est 

y* = a* — x 1 (62) ; 

en différentiant cette équation, nous trouverons 
ydy = — xdx , 

d’où nous tirerons 



et en substituant cette valeur dans la formule V' dx*-\-dy % , 
nous obtiendrons 

^ZF+7? = 

réduisant au moyen de l’équation ( 6a ) et extrayant la 
racine carrée , on aura 

j/ dx 3 -1- dy % — - : 

substituant cette valeur dans l’équation (61 ), intégrant 
et représentant par B la constante arbitraire , nous trou- 
verons 

fx \/ dx 1 -f- dy 1 = ay -f- B Ç63). 

Nommons c la corde BO , et cherchons l’arc soutenu par 
cette corde. Pour cela , il faudra prendre l’intégrale entre 
les limites y = ; c et y = — i c. L’arc s’étendant de O 
en B , cette intégrale doit être nulle au point O , dont 
l’ordonnée est y = — i c. Cette hypothèse réduit l’équa- 
tion (63) à 

o — — s « + B: 

éliminant B entre cette équation et l’équation ( 63 ) , on 
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obtiendra -, 

fx )/ dx‘-\- dy 1 = ay + £ ac ; 

faisant y \ c pour prendre l’intégrale définie depuis la 
point O jusqu’au point B, on obtient 

fx \/ dx* -f- dy % = ac ; 

substituant cette valeur dans l'équation (61), on trouvera 
sx / = ac , 

d’où l’on tirera 

rayon X corde n 

x . = — • • • • ( e 4) ; 


ce qui nous apprend que F abscisse du centre de gravité 
est une quatrième proportionnelle à l'arc , au rayon et à 
la corde. 

146- Trouver le centre de gravité d'un arc de courbe 
à double courbure , ou en général celui cTune ligne quel- 
conque située dans F espace. On sait que l’élément d’une 
courbe à double courbure a pour expression 

\/ dx 2 -j- dy 1 -f- dz? (*) ( 65 ). 

Prenons les momens de cet élément par rapport aux plans 


(*) Pour le démontrer , soient M et M' [ fîg. 84) deux points situes fjg g^ 
les coordonnées sont x , y , s et x', s', on 


dans l’espace, et dont les 


corde MM' = \f (x — x!y -f- {y — y")» -f- (i — x')>. 


.( 66 ). 


Si la différence des abscisses x et x' est représentée par h , la formule de 
Taylor nous donnera 

y = F(* + h) + g h + g ~ + etc., 

, x / 1 , dt , d‘z h • 

* =/(*+ A) = * + - A + — _ + etc. 

Substituant cea valeurs, ainsi que celle de x — x' qui est A, dans 

f 


Digitized by Google 



8o STATIQUE. 

coordonnés. Comme x , y , z représentent les distances de 
cet élément aux plans des y, z , des x, z et des x , y, ce» 
momens seront 

X l/ dx* -J- dy 1 -jj dz % , 
y {/ dx 1 -f- dy* + dz*, 
z \/ dx* dy * -f- dz*; 

par conséquent en nommant x, , y, , z, les coordonnées 
du centre de gravité , et s l’arc de courbe , on détermi- 
nera ces quantités par les équation» 

s = f \/dx* + dy* -f dz* 

s x, = fx \/ dx* dy* -f - dz* I ,g . 

sy, — fy V dx*+dy*-Ç~ch* f 

sz, = fz y' dx* -f- dy* -f- dz* J 

l47- Appliquons ces formules à la détermination du 
centre de gravité d’une droite située dans l’espace. Pour 
cet effet , plaçons l'origine à l’une des extrémités de cette 
droite, ses équations seront 

x — *z , y — pz (68) , 


l’équation (66) , nous trouverons 


corde MM' = y/ A’ ^ ^ -h etc.^ A 1 H- -f- etc.^ A’ 


Cette équation divisée par A nous donne 


corde MM' 

h 


: = y/* + (È + ««) + (£ + « c )i 


passant h la limite , on' obtient 


è=v- 


dy* dz * 
dx* dx* ’ 


et par conséquent , 


ds va \Zdx* -f. dy* -h d»* 
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d'où l’on tirera 


81 


dx — ad Z y dy — pdz. 


Substituant ces va ] eurs de dx et de dy dans j. ^ 

(bo) , nous trouverons * 

\Zdx x 4- dy* 4- dz* = dz £“4. T; 

et en représentant , pour simplifier , le radical par A 
nous pourrons écrire * 


1 'Z dx* 4- dy* 4- dz* = A dz. 

Substituant dans les équations (67) cette valeur , ainsi que 
celles de x et de y données par les équations ( 68 ) , 
nous obtiendrons 

J = fAdz, 

sx, = / Aazdz y 

sy, = f AZzdz y 

sz, — / Azdz. 

, Soi * A donnée z du point M(fig. 85 ). Si nous von- Fig. 85 , 
Ions déterminer le centre de gravité de la droite AM, il 
faudra intégrer entre les limites z = o et 2 = h , et de 
cette manière nous trouverons 

S = Ah y 
SX, = { Aah'y 

s y, — i a S h*, 

SZ, == A A h*. 

Eliminant s et réduisant , nous obtiendrons 

x,=z\ ah, y, = 1 fih , Z, = A h. 

Ces valeurs sont précisément les coordonnées du point O 
qui est le milieu de la droite AM; car si AO est la moitié 
de AM, les triangles semblables AOQ, AMP nous don- 

e 
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Sa 


lieront 

OQ = i MP — ~h. 


Substituant 

Obtiendrons 


cette valeur dans les équations ( 68 ) , nous 
x = \ »h, y ={ Ch. 


148* Trouver l’aire cCune surface plane comprise entre 
un arc de courte et l’axe des abscisses. Soient x / et y t les 
Fig. 86. coordonnées du centre de gravité , et AN ( fig. 86 ), GN 
celles d’un élément MPM'P'; l’aire de cet élément étant ydx 
( Elémens de Calcul dijfér. et de Calcul intégral, page 1 g 3), 
le moment de ydx par rapport à l’axe des x sera GN Xyd r, 
et son moment par rapport à l’axe des y sera AN X ydx , 
On peut dans le cas de la limite , substituer AP à AN , 


PM , v a 

et à GN ; par conséquent ■£- dx et xydx seront les 

momens de l’élement par rapport aux axes des x et des y. 
Représentons par A l’aire DBMP ; cette surface ainsi que 
les coordonnées du centre de gravité , seront déterminées par 
les équations 

x — J » 


Ax, = / xydx. 


•(69)- 


x y, = 


149. Pour application de ces formules , cherchons le 
centre de gravité de faire dun segment circulaire CDE 
Fig. 87 (%• 87). Si l’on prend pour origine le centre du cercle ', 
et pour axe des abscisses une droite AD qui partage le 
secteur en deux parties égales , le centre de gravité du 
segment sera sur cette droite : il ne s’agit donc plus que 
de calculer AG = x r Pour cet effet , je remarque que g 
et g' sont les centres de gravité des segmens CBD , BDE : 
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ces segmens étant semblablement situés à l’égard de l’axe Fig- 87. 
des x , g et g seront à égale distance de cet axe , et se 
trouveront aux extrémités d’une ligne g’g' coupée à angles 
droits et en deux parties égales , par l’axe Ax, et en ce 
point d’intersection se trouvera le centre de gravité G du 
segment. 

La question se réduisant à trouver l’abscisse x, du centre 
de gravité du segment CDB , la valeur de x , nous sera 
donnée par l’équation (69) , dont nous pourrons détermi- 
ner l’intégrale du second membre , lorsque nous aurons 
éliminé l’une des variables. Pour parvenir à ce but , l’équa- 
tion du cercle étant différentiée , nous donne 

ydy — — xdx : 

tirant de cette équation la valeur de xdx, et la substi- 
tuant dans la formule (69) , nous trouverons 

**/ —f—y' d y ( 7 °); 


intégrant et nommant A la constante arbitraire , noua 
aurons 



+ A 


(7 0 - 


Pour déterminer la constante , nous prendrons l’intégrale 
depuis le point C jusqu’au point D ; or le point C ayant 
pour ordonnée CB qui est la moitié de la corde CE , si 
nous nommons c cette corde, nous devrons prendre l’in- 


C 

tégrale depuis y = - jusqu’à y=o. Ainsi en supposant 

que l’intégrale s’évanouisse lorsque y — - , la constant* 
A sera déterminée par l’équation 


c 3 

•^4 + A ’ 


6 .. 
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et l’équation (71) deviendra 

f- = + g. 

Faisant y — o pour que l’intégrale s’étende depuis C jus- 
qu’en D, on aura 

f~ y’ J y = r 4 - 

Mettant cette valeur dans l’équation (70) et divisant par a , 
on obtiendra 


x. 


24A ; 


A représentant l’aire CBD, nous avons 
A = ; aire CDEB. 

Substituant cette valeur de A dans l’équation précédente , 
nous trouverons 

c 3 

X/ 12 aires CDEB * 


ce qui nous apprend que la distance du centre de gravité 
du segment CDEB à l’axe des y , est égale au cube de 
la corde, divisé par 12 fois l’aire du segment. 

i 5 o. Trouver le centre de gravité G du secteur CAE 
Fig. 88. (fig.88) . Il est d’abord évident que ce centre de gravité est sur 
la droite AB qui divise le secteur en deux parties égales ; 
il ne s’agit donc que de connaître AG. Pour cela , en 
regardant le secteur comme composé d’un nombre infini 
de secteurs élémentaires , le centre de gravité de chacun 
sera aux deux tiers du rayon, parce qu’on peut les consi- 
dérer comme autant de triangles. D’où il suit que si avec 
un rayon AU égal aux deux tiers de AC , on décrit l’arc 
HR , cet arc contiendra les centres de gravité de tous les 
secteurs élémentaires ; par conséquent le centre de gravité 
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de l’arc HK sera celui du secteur CAE. Cela posé , si 
l’on nomme x J l’abscisse AG du point G , nous aurons , 
art. i45 , 

AII X corde HK 
X ' ~ arc HK : 

or par la similitude des secteurs AHK et ACE, nous 
avons 

AH = § AC , 
corde HK = | corde CE , 
arc HK = § arc CE. 

Substituant ces valeurs dans l’équation précédente et ré- 
duisant , nous trouverons 

■î AC X corde CE 
X ' — arc CE 

i5i. Trouver le centre de gravité de Faire O B O' (fig. 89 ) Fig. S 9 . 
comprise entre deux branches de courbe. 

Soient PM = y et PM' = y deux ordonnées qui cor- 
respondent à la même abscisse AP = x. L’élément MM'N'N 
de la surface aura pour expression 
aire PN — aire PN' = ydx — y'dx = — y^dx-, 

et si nous représentons par A une portion de la surface 
comprise entre deux cordes MM', 00', nous aurons 

* =,{(y — ÿ)dx. 

Pour trouver le centre de gravité de cette portion de sur- 
face , cherchons d’abord, les coordonnées du centre de gra- 
vité de l’élément M'N ; les droites MM' et NN' étant infi- 
niment proches , nous regarderons le centre de gravité de 
l’élément comme situé au milieu de MM' j par consé- 
quent l’ordonnée du centre de gravité de l’élément M'N 
sera 

PM' + i MM' = y + Ky-/) ~ i O ■+/-). 
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et nous aurons pour le moment de l’élément par rapport 
à l’axe des x , 

i(.y+y')(.y — y*)** — i (y *— /*)<*»> 

et pour le moment de l’élément par .rapport à l’axe des y t 

x ( y — y) dx > 

par conséquent si nous nommons x t et v les coordon- 
nées du centre de gravité , ces coordonnées seront déter- 
minées par les équations 

= f x (y — y') d x, 

xy, = f i (y*— y'*) dx. 

1 5a. Trouver le centre de gravité de la surface d’un 
solide de révolution. 

Soit une surface engendrée par la rotation de BM(Fig. qo) 
autour de l’axe des x : l’élément de cette surface ou la zone 
élémentaire décrite par Mm , aura pour expression o.iryds 
(Jilémens de Calcul differ. et de Calcul intég. , page ao4 ) ; 
donc , en appelant A la surface entière , nous aurons , pour 
l’expression de cette surface , 

x — f zxyds. 

A l’égard des coordonnées x t et y / du centre de gravité , 
nous observerons d’abord que y, — o , parce que le centre 
de gravité est sur l’axe des x; il ne s’agit donc plus que 
de déterminer la valeur de x r Pour cet effet , en prenant 
les momens par rapport à l’axe des y , celui du centre de 
gravité sera exprimé par xx /t et en l’égalant à la somme des 
momens des élémens , nous aurons 

Xx t = / x X 2 *yds ; 
d’où nous tirerons 

faryxds 

JC * — ~~ — ■ ■ ■ - - t 
' A 

mettant au lieu de «fs et de a leurs valeurs, et suppri- 
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xnant le fadeur commun 2*- , nous aurons pour déter-i 
miner l’abscisse du centre de gravité , 


fxy y/ dx * -f- dy* 
fy y'dx'^-j- dy* 


..(72). 


i 53 . Pour donner une application de cette formule , 
cherchons le centre de gravité de l’aire de la calotte sphé- 
rique. Cette surface étant engendrée par la révolution de 
l'arc BC (fig. 91) autour de l’axe des x, il faudra éli- Fig. 91. 
tniner l’une des variables de la formule , au moyen de 
l’équation du cercle qui est 


y* = r* — x* ; 

difFérentiant cette équation et élevant au carré le résultat, 
on obtient 


donc 


dy = 


x*dx* 

~ 7 ~' 


Vàx'+it = . 

J y y 


Cette valeur étant mise dans les intégrales de l’équa- 
tion (72) , on a • 

fxy V' dx 3 -f- dy* z= firxdx = A rx* -f- C , 

fy [/ dx* -f- dy* = / rdx = rx + G. 

Prenant les intégrales définies entre les limites x == AD = a 
et 1 = AB = r , on obtient 


fxy V 7 dx* + dy * = ~ r (r* — a 5 ), 
fy V/ dx * -f- dy * z= r (r — a). 
Ces valeurs transforment l’équation (7a) en 


= ï O+a) = a + j (r — a); 
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donc le centre de gravité de la calotte sphérique est au 
milieu de la flèche DB. 


i 54 - Trouver le centre de gravité d’un solide de révo- 
lution ^ compris entre deux plans perpendiculaires à 
l’axe des x. 

Le centre de gravité de ce solide ( fig. 92 ) étant né- 
cessairement sur l’axe des x, le problème se réduit à 
trouver l’abscisse x / du centre de gravité du volume f ». 
L’élément de ce volume ( Elémens de Calcul différentiel et 
de Calcul intégral , page 1309 ) étant *y 3 dx , nous aurons 

i “ = f*y*dx (73). 


Prenant ensuite les momens par rapport à l’axe des y t 
nous obtiendrons 

f tx / = frxy'dx (74). 

divisant ces équations l’une par l’autre , et supprimant le 
facteur commun fi , il viendra 



fx y *dx 

~ iy* dx 


(7$). 


Si ap pioyen de l’équation de la courbe on élimine y , 
ces intégrales devront être prises entre les limites x= AP 
et x = AQ. 

i 55 . Appliquons cette formule à la détermination du 
centre de gravité du cône , nous avons deux intégrales 
à obtenir , savoir , 

fy'dx et fxy*dx. 

Eliminant y* au moyen de l’équation de la génératrice du 
çône qui est y — ax , nous obtiendrons en intégrant , 

fy'dx = fa'x'dx = 
fxy'dx — fa'x^dx — 
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Nous n’ajoutons point de constantes , parce qu’à l’origine 
A ( fig. g 3 ) le volume est nul. Substituant ces valeurs Fig- 9 ’- 
dans la formule (75) , on trouve 


a 1 . x i 



ce qui nous apprend que le centre de gravité du cône 
est aux trois quarts de son axe Ax. 

1 56 . Cherchons encore le volume du paraboloïde de 
révolution qui est le solide engendré par la révolution de 
l’arc de parabole AM (fig. 90) autour de l’axe Ax. L’équa- 
tion de la courbe étant y* = px, nous avons 

fy*dx ~ fpxdx — i px*, 
fxy*dx = Jpx*dx — -j px 3 . 

Substituant ces valeurs dans la formule (75 ) , on a 

On n’ajoute point de constantes par la raison expliquée 
ci-dessus. 1 '■ *• ‘ « 

157. Prenons encore pour exemple l’ellipsoïde alongé 
de révolution : l’équation de la génératrice est 



mettant cette valeur de y* dans les intégrales de la formule 
( j 5 ) , et observant que les constantes sont nulles , on a 

fy'dx = ^ /( a*dx — x’dx) = ^ (a J x — ; 

/» a A 2 /n # r* ,rW 

fxy'dx = -J (a'xdx — x'dx) = - (-- : 
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Au moyen de ces valeurs, l’équation (75) devient 

\ a*x — f ar* Ga a x — 3 x* 

X ‘ a 1 — £ x 1 > a o s — 4 r a ’ 

et en prenant l’intégrale entre les limites x = o et xr=r.a j 
il suüit de faire x = a dans les formules ci-derrière ; 
et l’équation (75) donne pour l’abscisse du centre de gravité 
du demi-ellipsoïde alongé de révolution * 

x, = | a. 

1 58 . Trouver le centre de gravité du volume engendré 
Fig. 94. par la révolution d'une courbe BMCM’ (Gg. 94) autour de 
l’axe des x situé hors de cette coûtée. 

0 

Soient MP = y et M'P = y') le volume engendré par 
l’élément Mmm'M' sera cerné égal à la différence des volumes 
engendrés par les rectangles M p et M'p ; les expressions 
de ces volumes étant respectivement try^dx et xy^dx , le 
volume engendré par MM'm'm sera x ( y* — ) dx \ par 

conséquent en nommant /* le volume total , nous aurons 

f* = rfCy*— ÿ‘)dx : 

prenant les momens par rapport à l’axe des y , il viendra 
ftx t = x f (y* — y* ) x dx. 

On ne détermine pas y, , parce que , ainsi que nous 
l’avons observé, le centre de gravité étant sur l’axe des x , 
il faut que y t soit nul. 

' ' ■ • *1 •* * •• . 


\ 
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CHAPITRE VIII. 

De la méthode centrobarique , ou théorème 
de Guldin. 

15 g. Soient x , et y les coordonnées du centre de 
gravité d’une surface plane MPP'M' (Gg. g 5 ) dont l’aire Fig- 95. 
est représentée par A. Nous avons vu , art. 148 , que le 
moment de l’élément de cette surface plane , par rapport à 
l’axe des x, était \y Xydx, et qu’en égalant la somme 
des momens des élémens à celle du centre de gravité , 
on avait 

fïydx = y t x ; 

Si l’on multiplie les deux membres de cette équation 
par 2», elle deviendra 

f*y'dx = 2 *7, X A ; # 

l’expression f xy*dx est celle du volume engendré par la 
révolution de PP'M'M autour de l’axe des x, et 2iry / X A 
est le produit du chemin décrit par le centre de gravité 
autour de l’axe des x par la surface génératrice PP'M'M; 
d’où l’on conclut ce théorème : Un volume de révolution 
est égal à son aire génératrice multipliée par le chemin 
que décrit le centre de gravité. 

160. Pour première application , cherchons le centre de 
gravité du corps engendré par la révolution du triangle isoaile 
ABC ( Gg. 96) autour de l’axe des x. Soient CD — h et Fig. çfi. 
AB = a , l’aire génératrice sera exprimée par { ah. D’une 
autre part , le centre de gravité étant aux deux tiers de 
la droite DC , il aura pour ordonnée f h ; par conséquent 
la circonférence décrite par f A ou le chemin parçouru 
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par le centre de gravité , sera a*- . | h. Ce chemin étant 
multiplié par l’aire génératrice , nous trouverons que ^rh’a, 
est l’expression du volume cherché. 

Pour seconde application, cherchons le volume du cône.’ 
Lagénératrice de ce solide de révolution étant le trianglerec- 
97* tangle ABC(Eg. 97)quifait une révolution autour de l’axe AB; 
cette génératrice aura pour expression j AB X CB. Menons 
la droite CE sur le milieu du côté AB ; le centre de gra- 
vité G de la génératrice sera au tiers de EC , art. i38 , 
. et il aura pour ordonnée la perpendiculaire GD abaissée 
sur AB : la valeur de GD se déterminera par la proportion 

ec : eg cb : gd, 

ou 

3 : i cb ; gd, 

d’où l’on tirera 

GD = j CB. 

Le chemin décrit par le centre de gravité sera | *CB y 
en multipliant cette expression par l’aire de la génératrice 
qui est , comme nous l’avons trouvée , £ AB X CB , on aura 
£AB3< «-CB* pour le volume du cône engendré par la 
révolution du triangle CAB autour de l’axe des x. 

, îSi. Pour troisième application, nous allons déterminer 
Fig. 98. îe volume du cylindre. L’ordonnée GE ( fig. 98) du centre 
de gravité G étant égale à à AC , le chemin décrit par le 
centre de gravité sera srAC. Multipliant cette expression 
par la génératrice qui équivaut à AB X AC , on aura 
5r AC a X AB pour le volume du cylindre. 

#6a. Une règle analogue à la précédente , peut nous 
servir à déterminer l’expression d’une surface de révolu- 
tion. En effet, considérons une surface engendrée par la 
Fig. 99. révolution de l’arc MN ( fig. 99 ) autour de l’axe des abs- 
cisses , et appelons y t l’ordonnée du centre de gravité G 
de l’arc générateur , en prenant par rapport à l’axe des at 
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la somme des momens des arcs élémentaires , et l’égalant à 
Celui du centre de gravité, nous aurons, art. 1 44 > 


fy \/ dx' + dy a = y, X arc MN (76) ; 


multipliant les deux membres de cette équation par a*-,’ 
on la changera en celle-ci , 

f 2jr y \/ dx* -f- dy' — v.* y, X arc MN, 

l’ expression farry \/ dx' + dy % étant celle qui est connue 
dans le Calcul intégral pour représenter une surface de révo- ' 
lution , nous pouvons en conclure ce théorème : Une surface 
de révolution est égale au produit de t arc générateur par la 
circonférence que dans son mouvement décrit le centre de 
gravité. x 


< 


i 63 . Par exemple, pour avoir la surface convexe du 
cône tronqué engendré par la révolution de CD ( Fig. 100) Fig. 100. 
autour de l’axe des x , le centre de gravité de la généra- 
trice CD étant au milieu G de cette droite , l’ordonnée 


rr j j • » ■ AC -f- DB 

ttr du centre de gravite a pour expression — ; 

, AC -f- CB , . . j , , 

donc 2» X est le chemin décrit par le centre 


de gravité. Cette expression multipliée par la génératrice 
AC 1 CB 

CD , donne 2«- — - — X CD 2 ?tGE X CD pour 

la surface convexe du cône. 


164* Le* deux théorèmes précédens peuvent être com«» 
pris dans ce seul énoncé : Le volume ou la surface de 
/évolution que l'on cherche , équivaut au produit de la 
génératrice par le chemin que décrit le centre de gravité. 


) 
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CHAPITRE IX. 

Des Machines. 

i 65 . Une machine sert à faire agir une force dans un 
sens qui n’est pas celui de sa direction. La puissance est 
la force qui est appliquée à la machine , et la résistance est 
le corps que la puissance doit mettre en équilibre. 

Les machines les plus simples sont au nombre de sept , 
savoir : les cordes , le levier , la poulie , le tour , le plan 
incliné , la vis et le coin. 

Des Cordes . 

166. Nous adopterons l’hypothèse que les cordes ré- 
duites à leurs axes , aient une flexibilité parfaite , et soient 
inextensibles et dénuées de pesanteur. Une corde sollicitée 
Fig. 101. par deux forces P et Q ( flg. 101 ) qui la tendent , ne peut 
être considérée comme une machine , puisqu’elle ne change 
ni la direction de P ni celle de Q. 11 est facile de démontrer 
que lorsque ces forces sont égales , la tension de la corde 
est mesurée par l’une d’elles ; car l’équilibre subsistant , 
on peut regarder A, milieu de PQ, comme un point 
fixe , et effacer la ligne qui s’étend de A vers Q ; alors 
la force P agissant seule sur A , mesurera la tension de 
la corde. 

x 67. Lorsque Q surpasse P , une partie de Q égale à 
P est donc employée à tendre la corde , et l’excès de Q 
sur P l’entraînera dans le sens de P vers Q ; donc la ten- 
sion sera mesurée par la plus petite des forces. 

168. Les conditions d’équilibre qui existent entre trois 
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cordes assujéties par un nœud , sont les mêmes que 
celles' qui existent entre trois forces qui sollicitent un 
point matériel. Il faut que l’une de ces forces soit égale 
et directement opposée à la résultante des deux autres , 
ce qui entraîne la condition qu’elles soient dans un même 
plan ; alors il y aura équilibre si l’on a ( Gg. 102 ) F *g- ma. 

P : Q : R :: sin p : sin q : sin r. 

169. Cette proportion ne suffit pas si les cordes sont 
réunies par un nœud coulant. En effet , en regardant P 
et R (Gg. io 3 ) comme des points Gxes , si la force Q , au Fi S- ’° 3 - 
moyen d’un nœud coulant, tire la corde PCR , le point C 
décrira une ellipse ; et comme le plan de cette ellipse n’est 
assujéti qu’à passer par les points P et R, il doit décrire en 
tournant autour de PR , un ellipsoïde qui aura pour grand 
axe PC -f- CR. Le point C sera toujours situé sur cet 
ellipsoïde , ou , ce qui revient au même , sur l’arc d’une 
ellipse mobile autour de PR : or ce point ne pouvant se 
mouvoir que lorsque la force Q a une composante suivant 
l’élément de l’arc elliptique , il en résulte que si la direc- 
tion de Q est normale à l’ellipse , cette force sera détruite 
par la résistance de la courbe , et le pointCsera en équilibre. 
Cherchons donc la condition nécessaire pour que la force 
Q soit normale à l’ellipse. Pour cela , menons à la courbe 
la tangente Tt , nous aurons par la propriété de l’ellipse 
( Théorie des Courbes du second ordre , page 166 ) f 

TCP — RCf ; 

si l’on retranche ces angles des angles droits TCN, <CN, 
il restera 

PCN = NCR ; 

donc l’angle PCR doit être partagé en deux parties égales 
par la direction de Q , et la proportion 

P î R sin NCR : sin PCN 


*■ 
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devient alors „ 

P : R :: sin NCR : sin NCR ; 
ce qui montre que les forces P et R sont égales. 

' 170. Une machine funiculaire est un système de corde* 
qui se font équilibre à l’aide de plusieurs nœuds. 

Fig. 104. 171. Lorsque les forces P, R, S, T, etc. (fig. 104) 

sont réunies par un même nœud , si l’on substitue aux 
forces P et R leur résultante R', le système contiendra 
une force de moins. En répétant un certain nombre de 
fois cette opération, on parviendra toujours à réduire le 
système à celui de trois forces réunies par un seul nœud, 

17a. Considérons maintenant plusieurs forces P, P', P", 
Fig. io5. P" » P IT > etc. ( fig. io5) réunies trois à trois par des nœuds 
fixes A, B, C, etc. , on peut ramener l’équilibre de ces forces 
, à celui d’un système assujéti autour d’un seul point -, car soit 
R la résultante des forces P et I y ; comme elle doit être 
détruite par la troisième force qui agit suivant AB , il fau- 
dra que cette résultante se trouve sur le prolongement de 
AB : or une force pouvant être appliquée à tout point pris 
sur sa direction , on aura la faculté de transporter R au 
point B ; alors on pourra décomposer R en deux forces 
égales et parallèles à P et à P' , et l’effet sera le même que 
si les forces P et F eussent reculé parallèlement à elles- 
mêmes pour s’appliquer au point B. Transportant de la 
même manière les forces P , P', P" qui sont censées appli- 
quées en B au point C, toutes les forces pourront être 
considérées comme appliquées à ce point. Les conditions 
de leur équilibre seront donc 

2P cos * = o et 2P cos C = o. 

% 

Pour avoir le rapport des tensions extrêmes P et P <T , 
«oient t et F les tensions exercées suivant AB et BC , et 



Digîtized by Google 


DES machines; 


97 
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nommons 

a l’angle P AP' , a' l’angle ABP" , a" l’angle BCP’ , 

b l’angle P' AB, b' l’angle P"BC , b" l’angle P"CP'\ 

nous aurons , art. 55 , 

P : t î; sin è ; sin n , 

t Z t' :: sin b' : sin a' , 

i f I P ,T ; : sin b" I sin a" ; 

/ 

multipliant ces proportions par ordre , et supprimant les 
termes communs , on obtiendra 

P î P” Il sin b sin b' sin b" t sin a sin a' sin a" ; 

on pourrait de même trouver le rapport de deux autres 
forces. 

173. Si les forces P', P*, P", etc. sont parallèles , on 
a dans ce cas , 

b -f- a' = 2 , b' -f- a" = a ; 

et comme les angles supplémens l’un de l’autre ont le* 
mêmes sinus , il faut que l’on ait 

sin b = sin a' , sin b ' — sin a", 

et la proportion précédente se réduit à 

P : P 1V Zl sin b" Z sin a . 

Lorsque K, P" et P" sont des poids (fig. 10S), les forces Fig. 106, 
sont dans un même plan vertical ; car la droite AP' étant 
verticale , le plan des forces P , P' et t est vertical. De 
même le plan des forces t , P" et t' sera vertical ; or t ne 
peut être à la fois dans deux plans verticaux sans que ce* 
plans ne se confondent. 

7 
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174. Les forces extrêmes P et P 1T devant contrebalancer 
la résultante de toutes les autres, il faudra que cette 
résultante soit directement opposée à celle de P et de P 1T , 
et par conséquent passe par le point de concours G de ces 
deux forces Ayant ainsi déterminé un point de la résul- 
tante de toutes les forces du système , comme cette ré- 
sultante doit être verticale , puisqu’elle est parallèle aux 
forces P', P", P'*, il suffira, pour en déterminer la direction, 
de mener par le point G la verticale GH. 

175. Une corde pesante pouvant être considérée comme 
un polygone funiculaire chargé d’une infinité de petits poids, v 
il résulte de ce qui précède que si l’on veut avoir égard au 

Fig. 107. poids de la corde, il faut mener (fig. 107 ) les deux tan- 
gentes PG et QG , et appliquer en G un poids égal à celui 
de la corde ; alors en représentant par G le poids de cette 
corde , nous aurons 

P î Q : G :: sin LGQ sin LGP î sin PGQ. 

Du Levier. 

176. Le levier est une pièce oblongue de bois ou de métal 
qui se meut autour d’un point fixe qu’on appelle le point 
d'appui. Pour plus de simplicité, nous regarderons le levier 
comme sans épaisseur; alors il pourra être représenté par 

l-'ig 108 une ligne droite ou courbe. Soit donc un levier AB (fig. 108) 
qui est sollicité par deux forces P et P' ; ce» forces ne 
peuvent être détruites par un point fixe C , à moins quelles 
ne soient dans le même plan avec le point C. Lorsque cela 
aura lieu , il suffira , pour qu’il y ait équilibre , que la 
somme des momens par rapport à C , soit égale à zéro. 

177. Si le levier était dans le cas de glisser sur son point 
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d'appui , pour que l’équilibre fût possible , il faudrait en 
outre que la résultante de la charge du point d'appui fût 
perpendiculaire à la surface du levier en C. 

v 178. Lorsque le levier est en ligne droite (Eg. 109) , Fig. 109. 
et que les forces sont parallèles , en nommant p et p' les 
parties AC et BC, la théorie des forces parallèles nous 
donne , art. 57, 

v : Y :: P ' : p-, 

ce qui nous montre que pour qu’il y ait équilibre , les forces 
doivent être en raison inverse des bras de levier. 

1 79. Si le levier est courbe et que l’on mène une droite 

ED ( fig. 1 10 ) par le point C, on peut concevoir ces forces Fig. no. 
appliquées aux points E et D qui sont sur leurs direc- 
tions ; alors on a 

p : p' :: cd : ce. 

180. On distingue des leviers de trois sortes de genres. 

Dans le levier du premier genre , le point d’appui C (fig. 111) Fig. m. 
est entre la puissance P et la résistance R ; dans le levier du 
second genre , la résistance R (Gg. 1 12) est entre la puissance Fig. ua. 
P et le point d’appui C 5 dans le levier du troisième genre , 
la puissance ( fig. 1 13 ) est entre la résistance et le point Fig. u3. 
d’appui. 

Les balances , les romaines sont des leviers du premier 
genre , les barres de fer employées à soulever les fardeaux , 
sont des leviers du second genre ; les marches de certains 
rouets , celles des métiers de tisserand sont des leviers du 
troisième genre. 

181. On peut avoir égard au poids du levier en le con- 
sidérant comme une force S appliquée au centre de gra- 
vité. Par exemple, soient P et P' (fig. 114) deux poids Fig- i>4- 

7- 
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suspendus aux extrémités du levier AB , et G son centra 
de gravité, on aura, en vertu de l’équation des momens , 

P' x CB + S X CG = P X AC. 

Cette équation détermine P ou P' ; et la charge du 
point d’appui Sera , 

, P + P' + S. 

Si la puissance P' était dirigée en sens contraire de la ré- 
sistance , il faudrait avoir égard aux sen% dans lesquels le» 
forces tendent à faire tourner le levier , et l’équation de» 
Fig. u5, momens serait (fig. n 5 ) 

CA X P + CG X S = CB X P'.... (77), 

et l’on aurait pour la charge du point d’appui, [ 5 ] 

P 4 - S — P'. 

Fig. ii 5 . i8a. Supposons que le levier CB(Gg. n 5 ) soit homo- 
gène et partout de même épaisseur ; représentons par m le 
poids d’une portion de ce levier qui ait un centimètre de 
longueur. Celle du levier étant x , son poids S sera mx , et 
devra être considéré comme concentré au milieu G du 
levier ; de sorte qu’en nommant CA , a , l’équation (77) 
deviendra 


àP -f- ; x X mx = P'x. 

On tire de cette équation 

p ' = ^ + i mx (78). 

Ainsi ayant pris arbitrairement x , cette formule donnera 
la valeur de P'' - , mais si l’on demande quelle est parmi 
toutes ces valeurs de x, célle qui doit avoir lieu pour 
que la puissance F soit aussi petite qu’il est possible , il 
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Faudra regarder P' comme une fonction de x , et , sui- I 
vant la méthode des maxima et minima , égaler à zéro 

la valeur de , ce qui donnera 


dP' aP , 
dx=-^ + * m = °-> 


d’où l’on tire 


x* = 


saP 


. / 2aP 

" 1 = V : 


en substituant cette valeur dans l’équation (78) , on obtient 


P' = 


oP 




aaP 

m 


+ 


V m 


réduisant le second membre au même dénominateur , il 
vient 

P' = — = \/ zàPm. 

'qoP 




De la Poulie. 


i 83 . Une poulie est une roue dont la circonférence qui est 
creuse, se trouve en partie enveloppée d’une corde; cette corde 
par son mouvement , fait tourner la poulie autour d’un axe 
qui passe par son centre , et qui est supporté par une 
barre de fer recourbée OB (Gg.i 16) , à laquelle on a donné Fig. 116. 
le nom de chape. 

On distingue deux sortes de poulies , la poulie fixe et 
la poulie mobile. La poulie fixe est celle dans laquelle la chape 
OB (fig. 116) est .retenue par un point fixe, et la poulie Fig. 116. 
mobile est celle dans laquelle la résistance R (fig. 117) Fig. 117. 
est attachée à la chape. 
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Fig. n6. 184. Dans la poulie fixe (fig. 116) , la puissance P et 

la résistance Q ne peuvent se faire équilibre que lorsqu'elles 
sont égales ; car si ces forces différaient d’intensité , la plus 
grande entraînerait l’autre. 

Pour le démontrer analytiquement, prolongeons jusqu'en 
Eles directions de P et de Q qui agissent tangentiellement, ce 
point E appartiendra à la résultante des forces Pet Q; mais 
cette résultante devant être détruite par le centre O de la 
poulie , doit passer par ce point : or à cause des triangles 
égaux EPO , EQO, l’angle PEQ est partagé en deux parties 
égales par la résultante ; d’où il suit que l'intensité de P est 
la même que celle de Q. 

1 85 . Prenons maintenant les parties égales E g et E A , et 
construisons la losange E gfh ; les forces P et Q seront re- 
présentées par les droites Eg et EA , et la résultante de ces 
forces le sera par la diagonale Ef- t de sorte que nou* 
aurons 

Eg : ea : e/:: p : q : R ; 

et comme les triangles E gf, POQ sont semblables , parce 
qu’ils ont leurs côtés perpendiculaires , on peut établir la 
proportion 

% : EA : E/ :: PO : oq : pq ; 

dono 

po : oq : pq :: p : q ; R; 

d’où l’on peut conclure que dans la poulie fixe , l’une des 
forces est à la résultante comme le rayon de la poulie est à 
la soutendante de l’arc embrassé par la corde. 

On a démontré que les forces P et Q étaient égales ; il 
suit de là que la poulie fixe n’a d’autre effet que de 
changer la direction d’une force sans augmenter ni dimi- 
nuer son intensité. 
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186. Considérons maintenant la poulie mobile. Soit une 

corde QABP (fig. 1 17 ) qui étant attachée au point fixe Q, Fig. 117. 
embrasse l’arc AB de la poulie, et qui, lorsqu’elle est 
sollicitée par la puissance P , fait monter la résistance R. 

C tendant à entraîner Q , réciproquement Q agit sur C, 

Si l’on considère donc Q compie une force qui sollicite le 
point C, on cherchera les conditions' d’équilibre entre 
P , Q et R ; ces conditions sont les mêmes que celles que 
nous avons établies pour la poulie fixe , si ce n'est que la 
résistance, au lieu d’être Q, est ici R. Ainsi le rapport de 
la puissance à la résistance nous sera donné par la pro- 
portion <■ 

P ! R II rayon ; soutendante de lare AB. 

La puissance étant moindre que la résistance , la poulie 
mobile est avantageuse à la puissance. 

Si les cordons deviennent parallèles, la proportion pré» 
cédente devient 

P : R î rayon ”, diamètre 1 î 2 ; 

dans ce cas , la puissance est la moitié de la résistance. 

Si la soutendante est égale au rayon , la puissance est 
égale à la résistance ; par conséquent lorsque la soutendante 
est plus petite que le rayon , la poulie mobile devient désa- 
vantageuse. 

187. Par la combinaison de plusieurs poulies , on peut 
soulever des poids énormes avec une très- petite puissance, 
comme on peut le voir, en disposant les poulies de la 
manière suivante. 

Le poids R ( Eg. 118) étant suspendu à la chape de la Fig. 118. 
poulie ABD, cette poulie sera embrassée par une corde 
d’une part attachée au point fixe R , et de l’autre à la chape 
de la poulie A'B'D'. Cette seconde poulie sera également 
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supportée par une corde, d’une part attachée en K/, et 
de l’autre à la chape de la poulie À"B"D"- ) ainsi de suite 
jusqu’à la dernière poulie qui sera embrassée par une corde 
attachée d’un côté à un point fixe , et de l’autre à la puis- 
sance P. 

Si l’équilibre subsiste entre ces poulies, et qu’on appelle 
T, T*, T", etc. les tensions des cordons AE, A'E', etc., on 
aura , en ne supposant que trois poulies , 

R : t :: ab : ac, 

i T : T' :: A'B' : a'C', 

T' : p :: a"b* : a"c\ 

Ces proportions multipliées par ordre donnent 

R : p :: ab x a'b' x att : ac x a'C' x a'C', 

ce qui nous apprend que la puissance est à la résistance 
R comme le produit des rayons des poulies est à celui 
de leurs soutendantes. Si les cordons sont parallèles , les 
soutendautes deviennent des diamètres , et l’on a 

R : p :: a 3 : i, 

et en général pour n poulies , 

r : p :: 2* : i. 

188. Cette disposition est peu employée , parce qu’elle 
demande un trop grand emplacement. En effet, lorsque le 
rsg- 119. centre de la poulie BOC ( fig. 119) s’élève d’un nombre h 
de pieds , BC vient en bc , et la corde DCBX s’accourcit 
de Ce B b ; c’est-à-dire de ah de pieds ; par conséquent 

la poulie E doit s’élever d’autant au-dessus de X : or par 
un même raisonnement, on démontrera que quand la poulie 
E s’élève de n h de pieds , la troisième poulie doit s’élever 
de /tfi ; et ainsi de suite. De sorte qu’avec un nombre ra 
de poulies , la puissance doit s’élever de 2 n ~'h ; car la puis- 


/ 


■ Digitized by Google 



DES MACHINES. to5 

sance tient la place d’une poulie : on perd donc en espace 
ce qu’on gagne en puissance. 

A lYgard des pressions que supportent les points D, D', 

D", etc. , appelons-les Q , Q', Q", etc. , et nommons S et 
X les tensions des cordons SA et XB , et supposons que 
les rayons des poulies soient égaux , nous aurons 

P = Q, S-= Q', X = Q"; 
substituant ces valeurs dans les proportions 

p : s :: 1 : a, 
s : x :: i : 2 , 

«n obtient 

Q' = a P , Q" = 4P; 

la pression totale sera donc exprimée par 
P -f sP + 4 P = 7P. 

1 8g. La moufle est une machine composée de plusieurs 
poulies disposées sur une même chape. 

Pour trouver le rapport de la puissance P à la résistance 
R dans la moufle de la figure 120, nous observerons que Fig. lao. 
les cordons sont tous également tendus ; la somme de ces 
tensions fait équilibre à la résistance R , qui peut être 
considérée comme entraînée par six forces parallèles égales ; 
la tension de Q est donc mesurée par l’une de ces forces , et 
par conséquent est la sixième partie de la résistance. 

Du Tour ou Treuil. 

190. Le tour est un cylindre qui sert d’essieu à une roue. 

A la circonférence de cette roue est attachée une corde qui , 
en se déroulant, lui imprime un mouvement de rotation dont 
l’effet se communique au cylindre ; alors une seconde corde 
s’enveloppe autour de ce cylindre, et fait monter la résistance 
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dont elle est chargée. Deux pivots cylindriques A et B 
Fig. m. (%• >2' ) se trouvent aux extrémités A et li du cylindre; 
ces pivots se nomment tounllons. C omrne ils sont de 
moindres diamètres que le cylindre , ils servent à le faire 
tourner avec plus de facilité sur ses appnis. 

191. Nous allons d’abord chercher le rapport de la 
puissance à la résistance dans cette machine. Pour cela , 
plaçons l’axe AB du cylindre dans une position hrrizon- 
tale ; nous pourrons supposer qu’un plan horizontal mené 
par cet axe , coupe le cylindre , et en se prolongeant in- 
définiment , vienne rencontrer au point F la direction de 
la puissance. 

Représentons cette puissance P par la partie FP de sa 
direction , et, décomposons P en deux forces FL = P' et 
FK=P", l’une horizontale et l’autre verticale. 

Cela posé , lorsque P fait mouvoir la roue , la compo- 
sante P" qui est verticale , descend , et le poids R monte , 
tandis que le point M reste immobile , parce . qu’il est sur 
l’axe du cylindre. On peut donc regarder M comme le point 
d’appui d’un levier HF , auquel seraient appliquées les 
forces R et P" ; par conséquent on aura , en vertu de 
l’équilibre du levier , 

P" : r :: mh : mf. 

D’une autre part , le plan de la roue et la section OEH 
étant perpendiculaires à l’axe du cylindre, les triangles 
HIM , MCF sont rectangles, l’un en I et l’autre en C , et 
donnent 

MH ; MF HI ; CF. 

On tire de ces proportions , 

p tf : R' m : cf. 

Soit ç l’angle FPK, on a (Fig. îai et îaa) 

FPK = DFC = 9 , 


Digitized by Google 


> 


\ 

DES MACHINES, 107 

par conséquent, 

FK = FP sin <p, DC = CF sin <p, 

ou 

Tir 

P" = P sin <p , CF = 4 —. ’ 

sin ip 

Substituant ces valeurs dans la proportion précédente , oa 
obtient 

DC 

p sin f ; R :: hi : 4 —; 

sin <p 

d’où l'on tire 

P X DC = R X III ; 
ce qui nous donne cette proportion 

p : r :: hi : dc (79). 

On voit donc que dans le tour , la puissance est à la ré- 
sistance comme le rayon du cylindre est à celui de la 
roue. 

19a. Evaluons maintenant la pression que les tourillons 
A et B (Gg. 131 ) font supporter à leurs points d’appui. Fig. 
Trois objets contribuent à exercer cette pression , savoir : 
la puissance , la résistance et le poids de la machine. Si 
nous nommons T ce poids , et G le centre de gravité de 
la machine , nous pourrons regarder T comme suspendu 
en G : or , à cause de la symétrie de la machine , G se 
trouvera sur l’axe même du cylindre. Cela posé, rempla- 
çons la puissance P par ses composantes P' et P" ; il ne 
s’agira plus que de décomposer les quatre forces R, P', 

P" et T en deux autres qui agissent sur les points d’appui 
A et B. 

Les forces R et T ayant été déterminées par expérience , 
cherchons d’abord à exprimer P' et P" en fonction de R. 
Pour cela nous avons ( Eg. 121 et 1 sa) 

P'— FL = P cos FPK , t" s= FK = P sin FPK , 


iar. 


tu 

123 . 
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ou 

P' — P cos ç , P” — P sin <p (80); 

Mais l’angle $ étant égal à l’angle CFD, on a 
1 : cos <p :: cf : df, x : sin <p :: cf : CD; 


donc 


cos <p — 


DF 

CF 


sin p = 


CD 

CF' 


Substituant ces valeurs dans les équations ( 80 ) , il vient 


P X df P X CD 

CF ’ CF ' 


Mettant dans ces équations la valeur de P donnée par la 
proportion (79) , on obtient 

R.HI.DF „_R.HI 
“ DC.CF * CF * 


Regardons maintenant les forces verticales R et P* comme 
appliquées aux extrémités d’un levier HF , dont le point 
d’appui serait en M , la résultante de ces forces passera 
par M , et aura pour valeur R -f- P". 

Soit Z et 7! les efforts que cette résultante verticale 
exerce sur les points d’appui A et B , on déterminera A 
et Z' par ces proportions 

AB ï BM :: R + P* ; Z , 

AB : am R + P" : Z' ; 


de même en nommant U et U' les composantes de T sur 
les points d’appui, on aura 

ab : bg :: T : u, 
ab : ag :: t : u\ 

Ces forces U et U' étant verticales , s’ajouteront l’une à T 
et l’autre à T'. A l’égard de la force horizontale P', comme 
cette force agit sur le centre C de la roue , si nous appe- 
lons Y et Y' les composantes de P" aux points A et B, 
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nous aurons 

ab : cb :: p' : Y , 
ab : ac :: P' : y'. 

Ayant construit deux rectangles dont l’un aura pour hauteur 
Z -f-U, et pour base Y , et dont l’autre aura pour hauteur 
Z' -f- U', et pour base Y', les hypoténuses de ces rectangles 
exprimeront les pressions exercées sur les points d’appui ; 
les angles de ces hypoténuses , avec les côtés des rec- 
tangles, détermineront les positions des pressions. 

193. Si l’on a égard à l’épaisseur des cordes , on considé- 
rera la puissance comme appliquée au diamètre de la corde ;• 
alors le rayon du cylindre et celui de la roue devront 
être augmentés du demi - diamètre de la corde ; et 
l’on aura , la puissance est à la re'sis tance comme le 
rayon du cylindre , plus celui de la corde, est à celui de 
la roue , plus celui de la corde. 

ig 4 - On rapporte au tour le cabestan , qui n’est autre 
chose qu’un tour dont l’axe du cylindre est vertical. 

ig 5 . Soit un système (de tours arrangés dans l’ordre 
suivant. 

La puissance P appliquée à la roue AD ( Gg. 1 s 3 ) , Fig. taî. 
fait mouvoir le cylindre BC qui communique à une seconde 
roue A'D', par une corde B A'. Cette roue A'D' fait mouvoir 
le cylindre O'B', auquel est attachée une corde B' A", et 
ainsi de suite jusqu’au dernier cylindre qui est chargé de la , 
résistance R. 

Si tout le système est en équilibre çt que nous nommions 
T , T', T", etc. les tensions des cordes BA', B'A", etc. , 
nous aurons , 

Pour le premier tour... P : T " OB : OA; 

Pour le second T ; T' ;t O'B' î O'A'; 

Pour le troisième T' *. R " 0"B" : O” A*. 
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Ces proportions étant multipliées par ordre , nous donnent 
celle-ci , 

p : R :: ob x o'b' x o"B" : oa x o'A' x o'A"; 


d’où l’on tire 

P _ OB X O'B' X O'B" 

R — OA X O'A' x O" A" » 

ce qui nous apprend que la puissance est à la résistance 
comme le produit des rayons des cylindres est à celui des 
rayons des roues. 

Ainsi dans le cas où le rayon de chaque cylindre serait 
la n' partie de celui de la roue qui le met en mouve- 
ment , on aura * 


p : r 


OA O'A' 

X X 


O'^" 

n 


: OA x O'A' X O'A", 


proportion qui revient à celle-ci , 

p : R :: î : n 3 . 

196. Les roues dentées ne diffèrent de la disposition 
précédente, que par les dents également distantes dont 
leurs circonférences sont garnies. Ces dents ont le même 
Fig. n 3 . emploi que les cordes de la figure 1 23 ; chaque roue est 
traversée par l’axe de son pignon qui est une roue dentée 
plus petite garnie de dents qu’on nomme ailes. La pre- 
mière roue fait tourner son pignon qui engrène dans la seconde 
roue ; celle-ci à son tour , ayant son pignon engrené dans 
la roue suivante , la fait mouvoir; ainsi de suite. 

Les pignons représentant les cylindres de la combinaison 
précédente , il s’ensuit que dans les roues dentées on a la 
proportion : La puissance est à la résistance comme le 
produit du rayon des pignons est à celui des rayons 
des roues. 


Fig. 134. 197. Soient (fig. 124) D , D', D", etc. les nombres de 

dents des roues A , A', A", etc. , et d , d! , d", etc. les nombres 
d’ailes de leurs pignons a , a’, a", etc. , et supposons que 
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tandis que la roue A fa : t n tours , les roues A', A", A*, etc. l’jg. , 2 {. 
en fassent, la prtmière IV', la seconde K", etc. A chaque 
révolution de A , le pignon a engrènera successivement 
toutes ses ailes avec la roue A' ; de sorte que dans N révo- 
lutions , il engrènera, avec A', un nombre d’ailes exprimé 
par N d : de même la roue A' faisant N' tours, engrènera 
un nombre IV'D' de dents avec le pignon a ; et comme 
les nombres de dents et d’ailes engrenées par la roue A', 
et par le pignon a doivent être égaux, il faudra que 
l’on ait 

N'D' = N d-, 


par la même raison , les autres roues nous fourniront les 
équations 

N*D' = N 'd ' , N*D* = N "d", etc. 

Multipliant ces équations par ordre , nous aurons , en 
supposant seulement quatre" roues , 

N"D'D"D™ = 1 Sddfd" ; 

d’où l’on tirera 


ir = n 


dd'd" 

D'D"D*‘ 


Par exemple , si l’on demande le nombre de dents qu’il faut 
employer pour que la roue A* fasse une révolution dans le 
même temps que la roue A en fait Go, nous aurons 

N'= i, N = Go, r = Go.j^p (81). 


Prenant arbitrairement les nombres d , d', d ", nous pourrons 
supposer d — <{ , d! = 5 , d" — 7 ; cette hypothèse réduit la 
dernière des équations (81) à 

D'D'D" = 60X4X5X7 = 8400. 

8400 partagé en trois facteurs , nous donne les nombres 
12 , 25 et 28. Ainsi en faisant D', D", D" respectivement 
égaux à ces nombres , nous avons une solution du problème 
qui , comme on le yoit , est indéterminé. 


A 
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Observons qu’on doit prendre N"<N parce que supposant 
d<i D', d' <d D'', d"<^ D* *, A" va plus lentement que A. 

ïq8. C’est encore par le principe de l’équilibre du tour ,' 
que l’on explique le mécanisme du cric. On distingue deux 
sortes de crics , le simple et le composé. Le cric simple 
Fig. iî 5 . est composé d’une barre de fer AB ( fig. 1 ) , renfer- 
mée dans une caisse CD. Cette barre de fer , dans sa lon- 
gueur , est d’un côté garnie de dents ; ces dents engrènent 
avec un pignon EF qu’on met en mouvement à l’aide d’une 
manivelle ; alors la barre de fer , pressée par l’effort du 
pignon , sort de la caisse DC , monte et soulève la résis- 
tance. Dans cette machine , le pignon et le bras de la 
manivelle (*) agissant comme le cylindre et la roue du 
tour , il en résulte que la puissance est à la résistance 
comme le rayon du pignon est au bras de la manivelle. 

199. Dans le cric composé ,'la manivelle met en mouve- 
ment un pignon qui engrène avec une roue ; cette roue 
engrène à son tour avec un second pignon j ainsi de suite 

' jusqu’au dernier pignon qui engrène avec la barre de fer. 

D’après ce qui précède, on voit que dans cette machine 
la puissance est à la résistance comme le produit des 
rayons des pignons est à celui des roues par le bras de 
la manivelle. 

Du Plan incliné. 

200. Le plan incliné est ainsi appelé, parce qu’il fait 
pn angle avec l’horizon ; son usage est de servir à soutenir 
un corps , en le mettant en équilibre avec d’antres forces. 

Fig. 196. Soit un corps RI (Gg. 126) dont nous considérerons le 
poids P comme attaché à son centre de gravité par un fil 
vertical R1P. Pour que ce corps puisse être en équilibre 
*ur un plan incliné avec une force Q , la première condi- 

- 1 

(*) Par le bras de la manivelle , on entend le rayon du cercle 
décrit par la puissance. 


Ditjitized by Google 


DES MACHINES. Il3 

tion est que les forces P et Q aient une résultante unique , 
ce qui exige que leurs directions se rencontrent en un point 
M : or MP étant une verticale qui passe par le centre de 
gravité , le plan PMQ sera aussi vertical et contiendra le 
centre de gravité. Ainsi la première condition d'équilibre 
est que la direction MQ de la force Q doit être dirigée 
dans un plan vertical qui passe par le centre de gravité 
du corps. 

La seconde condition est que la résultante MN des forces 
P et Q soit détruite par la résistance du plan incliné , ce 
qui ne peut être , à moins que cette droite ne soit nor- 
male au plan incliné , et ne le rencontre en un de ses 
points. 

Cette seconde condition se modifie un peu , lorsque le 
corps ne touche le plan incliné que par plusieurs points \ 
car en unissant ces points par des lignes droites , il suffit 
que la résultante normale passe par un des points du 
polygone renfermé dans ces droites , pour qu'il puisse y 
avoir équilibre. 

201. Les conditions que nous venons d’énoncer étant 
remplies, soit KL (fig. 1 26 ) un corps retenu en équilibre f ‘g- laG - 
sur un plan incliné par une force Q. Prenons des parties 
ME, MF proportionnelles au poids P et à' la force Q , et 
construisons le parallélogramme FMER , la diagonale MR 
représentera la pression que le corps exerce sur le plan 
incliné; nommons R cette pression , nous aurons, 

Q : P : R :: sin PMR : sin QMR : sin PMQ. .. (8a). 

Les angles PMR, CAB étant égaux en vertu de la simili- 
tude des triangles AOP, OMN, nous avqns 

V 

rn 

sin PMR = sin A = 

AC 

Substituant cette valeur dans la proportion ( 8a ) , et j 

8 
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multipliant les seconds rapports par AC, cette proportion 

se changera en celle-ci , 

Q : P : R :: CB *. AC x sin QMR : AC x sin PMQ. 

Fig. ia6. 20a. Si la puissance prend la direction MQ (Gg. 1 a G) 
parallèle a la longueur du plan incliné , les triangles MER , 
ACB deviennent semblables , parce que les angles C et 
E sont égaux , l’étant chacun à l’angle MOC ; d'où il suit 
que l’on a la proportion 

er : me :: cb : AC; 

ce qui nous apprend que lorsque la puissance est parallèle 
à la longueur du plan incliné , la puissance est à la 
résistance comme la hauteur du plan incliné est à sa 
longueur. 

ao 3 . Si la puissance MF devient parallèle à la base du 
* plan incliné , les triangles perpendiculaires MER CAB 
Fig. 137. (fig. 127) donnent la proportion 

er : me :: cb : ab, 

ou 

q : p :: cb : ab ; 

donc , dans ce cas , la puissance est à la résistance comme 
la hauteur du plan incliné est à sa base. 

204. Lorsque l’angle A est de la moitié d’un angle droit , 
la paissance est égale à la résistance ; mais si A est moindre 
que la moitié d’un angle droit, la base du plan incliné 
en surpasse la hauteur ; alors la machine devient avanta- 
geuse à la puissance. 

De la Vis . 

i 

Fig. js 8. ao 5 . Partageons les côtés d’un rectangle AM' (Eg. 128) en 
parties égales par des parallèles BB',CC',etc., et menons les 
diagonales AB', BC', etc. ; si en courbant ce rectangle , 
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nous en Formons nn cylindre à base circulaire , la droite 
MA se confondra avec la droite M'A' ; et alors les points B et 
B', C et C', etc. qui sont les extrémités des diagonales AB', 

BC', etc. se confondant, ces diagonales se lieront les unes 
aux autres , et traceront sur le cylindre PQMIV (fig. 129) Fig, ug. 
une courbe régulière PRSTUY , etc. , à laquelle on a 
donné le nom d 'hélice. 

206. La propriété caractéristique de cette courbe est que 
tous ses élémens forment des angles égaux avec les droites 
menées par ces élémens sur la surface du cylindre , parallè- 
lement à son axe ; car cette propriété subsistant dans le 
parallélogramme AM' à l’égard des élémens m, m', m", etc., 
qui forment des angles égaux avec les parallèles EF, 

E'F', etc. , il en sera de même lorsque le parallélo- 
gramme deviendra la surface convexe d’un cylindre. 

D’après cette génération de l’hélice , on voit que les 
distances mn , m'ri, etc. (Kg. 128) étant égales, la Fig. ia8. 

même chose aura lieu encore sur le cylindre ; par consé- 
quent si l’on prend mn ( fig. 1&9) pour base d’un triangle Fig- 129. 
isocèle mno dont le plan soit normal à la surface du 
cylindre , et que l’on fasse mouvoir ce triangle parallèle- 
ment à lui-même , de manière que les extrémités m et n 
de sa base restent toujours sur deux arcs d’hélice, ce 
triangle , en montant ainsi sur la surface cylindrique , la 
recouvrira d’un filet saillant qui , conjointement avec le 
cylindre, composera la vis ; ce filet saillant est appelé 
le Jilet de la vis. 

On voit que le filet de la vis n’est autre chose ici qu’un 
prisme triangulaire qui serait appliqué et recourbé sur le 
cylindre, en forme d’hélice. 

Quelquefois le filet de la vis , au lieu d’être engendré par 
un triangle isocèle , l’est par un rectangle : dans ce cas, la 
vis est à filet carré. 

8 .. 
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307 . L’écrou est une pièce creusée en hélice , et d'une 
longueur moindre que celle de la vis. On peut considé- 
rer l’écrou comme le moule d’une partie du filet de la vis. 

La vis tourne dans l’écrou , et à chaque révolution 
parcourt un chemin égal au pas de la vis. 

Les circonstances du problème étant les mêmes , soit 
que la vis tourne dans l’écrou , soit' que l’écrou tourne 
dans la vis , nous adopterons cette seconde hypothèse. 

208 . Cherchons maintenant le rapport de la puissance' 
à la résistance dans cette machine. Pour cela, plaçons la 
vis verticalement et dans son écrou , de manière que l’écrou 
entoure la partie supérieure du fdet de la vis - , supposons que 
l’écrou soit partagé en différentes molécules m, m', m", etc. 

' qui reposent chacune sur le filet de la vis , et cherchons la 
Fig. i3o. force qui mettrait en équilibre la seule molécule m (fig. i3o). 
Il est certain que si cette molécule abandonnée à elle-même, 
n’était sollicitée que par l’action de la pesanteur, elle glisse- 
rait le long du filet , et décrirait une hélice sur un cylindre 
qui aurait pour rayon la distance mC de la molécule à 
l’axe de rotation. Ainsi en considérant l’hélice comme un 
plan incliné , ce plan aura pour hauteur le pas de la vis', 
et pour base la circonférence décrite par mC. 

Fig. i3i. Supposons maintenant que la force horizontale P(fig.i3i), 
appliquée immédiatement à la molécule m , tienne son poids 
m en équilibre. On construira un triangle rectangle mlIK. 
qui ait pour hauteur mil le pas de vis , et pour base la 
circonférence décrite par mC , et l’on aura , en vertu de 
la théorie du plan incliné , 

P ; m :: hauteur RH, 
ou 

P ; m 11 mH ; circonférence Cm (83). 

Mais si la puissance, au lieu d’être appliquée immédiatement 
au point m, est appliquée à l’extrémité D du levier CD* 
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«t que l’on veuille que cette puissance Q produise le même Fig. i3rj 
effet que P , il faudra que P et Q soient en raison in- 
verse des bras de levier ; c’est-à-dire que l’on ait 

Q : p :: Cm : cd, 

ou 

Q : P " cire. C.m : cire. CD. 

Multipliant terme à terme cette proportion par la pro- 
portion (83) , on. aura 

Q ! m " mil ; cire. CD. 

Donc pour la molécule m , la puissance est à la résistance 
comme le pas de la vis est à la circonférence dont le 

rayon est la distance du point d’application du levier à 

l’axe du cylindre. 

Cette proportion ayant lieu quelle que soit la distance 
Cm de la molécule à l’axe , concluons que pour les autres 
molécules chargées des poids m , m", m", etc., et retenues 
par des forces <ÿ , Q", Q", etc. , on aura encore 
Q' m “ mH ; cire. CD , 

Q" ! m” G mH : cire. CD , 

Q* ; m" mil ; cire. CD. 

On tirera de ces proportions et de la précédente , 


Q = 


m.rc|II 
dn-7 CD’ 


Q — 


m ' . mil 
cire. CD ’ 


Q"= 


m". mH 
TÎFe. CD ” 


(841 


Les distances des molécules m , m', m“, etc. à l’axe , ainsi 
que leurs hauteurs , n’entrant pas dans ces exprès dons , con- 
cluons que les points d’application des puissances hori- 
zontales Q , Q', Q", etc.' en sont indépendans. 

Supposons donc que ces points soient également éloignés 
de l’axe du cylindre; alors les forces Q , Q', Q”> etc. , en 
quelque part qu’elles soient situées , communiqueront au 
système le même mouvement de rotation que si elles agis- 
saient suivant DQ. Par conséquent nous aurons le droit 
de réunir les valeurs de ces forces. Ainsi en ajoutant les 


\ 
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f is- i3i. équations 8^, nous trouverons 

m -j- m + m" + etc. = (Q -f- Q' -f- Q"-f etc.) 


cire. CD 
mH * 


et comme la somme m -f- m -f- fl»* 4- etc. représente 
le poids M de l’écrou , et que les forces horizontales 
Q , Q', Q", etc. peuvent être remplacées par une force 
unique Q appliquée au point D , nous aurons 


d’où l’on tire 


M = 


^ cire. CD 
^ mH » 


Q : M :: mH : cire. CD ; 


ce qui nous apprend que , dans la vis , la puissance est 
à la résistance comme le pas de la vis est d la circonférence 
de l'arc décrit par la puissance autour de l axe. 

Il est évident que cette machine est d’autant plus avanta- 
geuse à la puissance , que le pas de la vis*h moins de hau- 
teur , et que le point d’application de la puissance est plus 
éloigné de l’axe. 

Du Coin. 


203. On a donné le nom de coin à un prisme triangu- 
laire que l’on fait entrer par l’une de ses arêtes dans la fente 
d’un corps pour en augmenter l’ouverture ; cette arête qui 
pénètre le corps , est appelée le tranchant du coin , la face 
opposée en est la tête , et les deux autres faces quadrangu- 
laires en sont les côtés. 

Tous les instrumens tranchans, tels que la hache, le 
Ciseau, les rasoirs , etc. se rapportent au coin. 

2X0. Le coin étant frappé sur sa tête , recevra une impul- 
sion qui représentera la puissance ; nous supposerons que 
cette impulsion soit perpendiculaire à la tête du coin ; car 
si elle ne 1 était pas , elle pourrait se décomposer en deux 
forces , 1 une perpendiculaire à la tête du coiu-, et l'autre 
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dirigée dans son plan. Cette dernière force ne tendant qu’à 
faire glisser la puissance sur la tête du coin , nous ne la 
considérerons pas. 

Cela posé , soit ABC (fig. i3a) le coin vu de profil , AC Fig. i3j. 
et BC en représenteront les côtés ; alors la tête du coin 
sera la droite AB, sur laquelle la force P agira perpen- 
diculairement. 

Cette force tendant à écarter les côtés AC et BC , ne 
peut être contrebalancée que par l’adhérence mutuelle des 
particules du corps : or cette adhérence n’étant pas la même 
dans toutes les substances , nous ne pouvons évaluer le rap- 
port de la puissance à la résistance dans cette machine. 

Ainsi nous chercherons seulement le rapport de la puissance 
aux pressions exercées sur les côtés AC et BC. 

Pour cet effet , ayant représenté la force F par la droite 
arbitraire DE , on mènera sur les côtés AC et BC , les 
perpendiculaires DM et DN ; et ayant construit le parallé- 
logramme DIEK , les composantes DI et DK seront les 
pressions exercées sur les côtés AC et BC. Nommons X et 
Y ces pressions, les triangles perpendiculaires ABC, IDE 
nous donneront 

de : di : ie :: ab : ac : bc, 

ou , à cause que IE peut être remplacé par DK , cette pro- 
portion deviendra 

F : x : Y :: ab : ac : bc, 

ou (fig. 1 33) „ , Fig. »33; 

F : x : Y :: ab x gh : ac x gh : bc x gh. 

Les produits AB X GH, AC X GH et BC X GH représentant 
la tête et les côtés du coin , concluons que , dans cette 
machine , la puissance F et les efforts X et Y qui agissent 
sur les côtés du coin, sont proportionnels à sa tête et à 
ses côtés , » 


Digitized by Google 



tSO STATIQUE. 

Le coin sera d’autant plus avantageux, que sa tête aura 
moins de surface , ou que ses côtés en auront plus ; car 
alors les pressions latérales deviendront plus grandes à 
l’égard de la puissance. 


CHAPITRE X. 

De la mesure du Frottement. 

su. Lorsqu’un corps repose sur un plan horizontal , 
la résistance de ce plan détruisant l'effet de la pesanteur , 
la moindre impulsion lui donnerait du mouvement , s’il 
n’était retenu par des causes physiques qui s’opposent à 
ce mouvement. La plus influente de ces causes est le frotte- 
ment ; on appelle ainsi cette force qui empcche un corps de 
glisser sur un plan , et qui est due aux petites aspérités des 
particules matérielles qui engrènent les unes dans les autres, 
et qui occasionnent une force passive qui augmente ou di- 
minue la résistance , suivant que la puissance tend à pousser 
le corps ou à le retenir. 

212. On a reconnu que le frottement était sensiblement 
proportionnel à la pression , mais que cette loi cessait 
d’avoir lieu lorsque la pression devenait trop grande. Ainsi 
en représentant par f le frottement exercé par un corps 

Fig. i3{. homogène AB (fig. i34), animé de l’unité de poids, si 
AB' est double de AB, le frottement sera a f\ si AB" est 
triple de AB , le frottement sera Zf\ ainsi de suite : de sorte 
qu’en représentant par F le frottement exercé par le corps 
AM qui renferme un nombre P d’unités de poids, nous 
aurons F = P f. r 

21 3. Les différentes substances ayant leurs pores plus 
ou moins resserrés , le frottement n’est pas le même dans 
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foutes les matières; c’est pourquoi on a fait des expé- 
riences pour constater celui qui est propre à chacune. 

Voici comment 01 * peut mesurer le frottement. 

Soit AB ( 6 g. i35 ) le corps qui exerce l’unité de pression Fig. i 35 . 
sur le plan horizontal LK. Ce corps étant^solliçité par un 
Fil CDE qui , passant par une poulie de renvoi , soutient 
le poids M ; si l’on augmente successivement ce poids , 
l'intetsité qu’il aura lorsqu’il sera prêt à vaincre la ré- 
sistance , mesurera le frottement f exercé par l’unité de 
pression. 

2 i 4 - Il existe une autre manière de mesurerle frottement, 
et qui nous est donnée par le théorème suivant : Si l’on 
place un corps MN sur un plan incliné AC (fig, i3G) , et que Fig, , 30 . 
l’on augmente l’angle A que le plan incliné fait avec l’ho- 
rizon , jusqu’à ce que le corps soit sur le point de glisser , 
l’unité de frottement/ - sera égale à tang A. 

Pour le démontrer , menons par le centre de gravité G 
du corps les perpendiculaires GD et GK , l’une au plan 
horizontal , et l’autre au plan incliné. Représentons par * 

GD le poids du corps, et décomposons GD en deux forces 
GH et GK. , la première parallèle au plan incliné, et la 
seconde perpendiculaire, à ce plan, nous aurons 

GH = DK =r GD sin DGK , 

GK = GD cos DGK , 

\ . 

or les angles DGK et CAB sont égaux comme complé- 
mens des angles aigus dont le sommet est en I. Nous 
pourrons donc , dans les équations précédentes , rempla- 
cer DGK par A , ce qui nous donnera 

GH = GD sin A , 

GK = GD cos A , 

ou plutôt 

GH = P sin A , 

* GK — P cos A. 
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Fig. i36. La pression que supporte le plan incliné étant exprimé* 
par GK. = P cos A , l’intensité du frottement sera mesurée 
par P cos A .f\ mais le frottement étanÉ la force qui em- 
pêche le corps de glisser, devra faire équilibre à la com- 
posante GH = P sin A qui agit dans le sens de la longueur 
du plan incliné , d’où il suit qu'on aura 

P cos A . f = P sin A. 

On tire de cette équation 

/ = tang A. 

C’est en mesurant le frottement par les moyens que 
nous venons d’indiquer , qu’on a trouvé qu’il a d’autant 
moins d'intensité , que les surfaces frottantes sont plus 
polies , et que la matière de l’une est plus dure que celle 
de l’autTe. 


FIN DE LA STATIQUE. 
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DYNAMIQUE. 


CHAPITRE PREMIER. 

Ji 

De la loi d’inertie . 

21 5 . Tj A Dynamique, comme nous l’avons vu , est la partie 
de la Mécanique où l’on traite du mouvement des corps. 
PJous établirons d’abord en principe cette loi de la nature, 
que tout corps doit rester dans son état de repos ou de 
mouvement , à moins qu’une force étrangère ne l’en fasse 
sortir. Cette indifférence de la matière au mouvement comme 
au repos , est ce qu’on appelle son inertie. C’est cette force 
d’inertie qui fait qu’un corps frappé par un autre, résiste 
d’abord à son impulsion avant que d’absorber une partie 
ou la totalité de son mouvement. C’est encore en vertu de 
cette force d’inertie qu’un corps qui a reçu une impulsion 
primitive , doit se mouvoir en ligne droite d’une manière 
uniforme, si aucun obstacle ne s’oppose à son mouvement; 
car il n’y a pas de raison pour qu’il se meuve d’un côté plutôt 
que de l’autre , ni qu’il accélère son mouvement , ni qu’il 
le ralentisse. A la vérité ne connaissant pas la nature de la 
force d’impulsion , nous ne savons pas. si elle ne tendra 
pas à s’altérer dans le mobile ; aussi ne donnons-nous cette 
loi de l’inertie que comme un résultat qui nous est offert 
par l’expérience et l’analogie. 

Si nous ne voyons pas le mouvement se perpétuer ainsi 
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dans les corps , c’est qu’il est continuellement altéré soit 
par la résistance des milieux , soit par la gravitation , soit 
par d’autres circonstances. Le mouvement le plus simple 
que l’on puisse concevoir, est donc celui qui se fait en 
ligne droite , et qui agit d’une manière uniforme ; c’est 
pourquoi on a donné à ce mouvement le nom de mouvez 
ment uniforme ; tout autre mouvement porte en général 
le nom de mouvement varié. 


CHAPITRE IL 

Du Mouvement rectiligne uniforme. 

21 S. Tl résulte de la définition précédente , qu’un mobile 
animé d’un mouvement uniforme , doit parcourir des es- 
paces égaux dans des temps égaux ; d’où il suit que si V 
est l’espace qu’il a parcouru dans une unité de temps , 
il décrira aV au bout de deux unités de temps , 3 V au 
bout de trois unités de temps , ainsi de suite. Par consé- 
quent , si nous appelons t le nombre d’unités de temps 
écoulées pendant que le mobile a parcouru l’espace e, cet 
espace sera égal à t X V ; de sorte que nous aurons 

N e = Vf. 

Telle est l’équation du mouvement uniforme. Le coeffi- 
cient V est ce que l'on appelle la vitesse ; on l’a ainsi 
nommé , parce que c’est de ce coefficient que dépend la 
rapidité du mouvement qui anime le mobile. 

' En effet , si un mobile M se meut n fois plus rapide- 
ment qu’un autre M', il est certain que l’espace V que par- 
courra le premier dans l’unité de temps , sera n fois plu» 
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grand que l’espace V que parcourra le second dans la même 
unité. t 

ai 7. On peut comparer les circonstances du mouvement 
dans deux mobiles partis au même instant d'un point A , 
avec des vitesses Y' et Y". Pour cela , soient e et e" les 
espaces parcourus par ces mobiles ; au bout des temps t' 
et t", nous aurons 

e' = Y Y , e" = Y Y ; 

d’où nous tirerons 

1 e V t 

? “ VY ’ 

ce qui nous montre que les espaces parcourus sont comme 
les produits des temps par les vitesses. 

Si les temps sont égaux , cette équation se réduit à 

fl —Il 

e" ~ Y" ’ 

par conséquent les espaces parcourus sont alors comme les 
vitesses. 

a 18. Il est possible que le mobile ait déjà parcouru 
uniformément un espace E, avant que le temps t soit com- 
mencé ; dans ce cas , on aura cette équation plus géné- 
rale du mouvement uniforme 

e = E + Vf. 

t 

aiq. Au moyen de cette équation, on résoudra facile- 
ment tous les problèmes qui concernent le mouvement recti- 
ligne et uniforme des corps. 

Par exemple , si l’on sait qu’un mobile a parcouru au 
bout du temps t', un espace e', et que cet espace soit de- 
venu e" au bout d’un autre temps f", on peut trouver l’espace 
initial et la vitesse du mobile. En effet nous avons alors 
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les équations 

e' = E + Vt', e" = E + Vt"; 
d’où l’on déduit 



220. Nous résoudrons encore ce problème : Déterminer 
Fig. i3j. en quel temps se rencontrent deux mobiles M et M' (fig. 1Ô7) 

partis au même instant des points A et B, et animés des 
vitesses V et V'. Soit C le point de rencontre ; les espaces 
parcourus par ces mobiles seront 

BC = Vf, AC = V'f. 

Appelons b la distance AB de ces mobiles ; nous pour- 
rons les considérer comme partis du même point A , eu 
écrivant les équations 

e = b + Vt , e' = V'f. 

Alors les espaces e et e' seront représentés chacun par 
AC : ainsi nous pourrons égaler entr’euxles seconds membres 
des équations précédentes ; d’où l’on tirera 

t — b ‘ . . 

» *-y-Y 

221. Nous terminerons ce qui concerne le mouve- 
ment uniforme en donnant l’expression différentielle de 
la vitesse. Pour cela nous remarquerons que l’espace e 
variant en même temps que t , nous pouvons différentier 
l’équation e = E -f- V t par rapport à ces deux variables , 
ce qui nous donnera 



La vitesse dans le mouvement uniforme n’est donc autre chose 
que le coefficient différentiel de l’espace , pris par rapport 
au temps ; nous verrons bientôt qu’il en est de même dans 
le mouvement varié. 
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CHAPITRE III. 

Du Mouvement varié. 

sas. Lorsqu’un mobile se meut en ligne droite d’une 
manière quelconque , on dit qu’il est animé d’un mouve- 
ment varié. Ce mouvement comprend donc , comme cas 
particuliers, tous les autres mouvemens rectilignes. Ainsi, 
pour en développer la théorie , nous considérons en gé- 
néral un corps qui serait animé d’un mouvement irré- 
gulier dans toute sa durée. Ce corps n’a pu passer du repos 
à cet état de mouvement , que par l’action d’une force qu’on 
appelle la force accélératrice. Cette force n’a point commu- 
niqué ce mouvement irrégulier au corps par une seule im- 
pulsion ; car la vitesse transmis# par une seule impulsion 
devant , en vertu de la loi d’inertie , se perpétuer dans la 
corps , il s’ensuivrait que le mouvement serait uniforme , 
tandis qu’on le suppose irrégulier. Il faut donc qu’aprè3 
la première impulsion , la force accélératrice en ait commu- , 
niqué au corps une seconde , une troisième , etc. qui en 
altérant continuellement la vitesse , lui aient donné le mou- 
vement irrégulier qu’il a. Ainsi nous regarderons la force 
accélératrice comme une force qui agirait continuelle- 
ment sur le mobile, et <jui varierait à chaque instant 
d’intensité. 

2ü 3. La vitesse variant à mesure que le mobile est 
transporté d’un lieu à un autre , on ne peut évaluer celle 
qu’il a acquise en l’un des points de l’espace qu’il par- 
court , que par l'effet que pourrait produire cette vitesse 
considérée comme devenue constante à partir de ce point. 
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Ainsi pour mesurer la vitesse lorsque le mobile est par- 
Fig. i38. venu en B (Cg. 108) , au bout du temps t on supposera 
que la force accélératrice cessant tout à coup d’agir J le 
mobile se meuve d’un mouvement uniforme avec la vitesse 
qu’il a acquise en B. L’espace BC qu’il parcourra dans 
l’unité de temps avec ce mouvement uniforme, sera ce 
qu’on appelle la vitesse. 

On prend ordinairement la seconde pour unité de temps. 
D'après cette convention , la vitesse du mobile , au bout du 
temps t , sera donc l’espace qu’il décrirait dans la seconde 
de temps qui succéderait à t, si à l’expiration de t , la 
force accélératrice cessait de donner de nouvelles impulsions 
au mobile. 


\ 


2 z4- Cherchons maintenant à déterminer l’expression 
analytique de la vitesse. Pour cet effet , considérons le 
mobile , lorsqu’à l’expiration de t il est arrivé au point B ; 
il est certain que l’espace parcouru AB , représenté par e , 
devant être déterminé lorsque t est donné , la variable e est 
fonction de t. Ou peut donc regarder e comme l'ordonnée 
d’une courbe dont t est l’abscisse -, par conséquent lorsque t 
devient t~\-dt, e devient e -}- de ; d’où il suit que l’espace 
'parcouru dans le temps dt , doit être de. Cela posé , imagi- 
nons que lorsque le mobile est arrivé en B , la force accé- 
lératrice cesse tout à coup d’agir -, le mobile continuera à 
se mouvoir avec 1? vitesse qu’il a acquise en B , et par- 
courra dans l’instant dt qui succédera à t, l’espace infini- 
ment petit de ; dans un instant suivant et égal à dt , il 
parcourra encore un espace de , et ainsi de suite jusqu’à ce 
qu’il ait parcouru un espace BC qui correspondra à l’unité 
de temps. Il faudra donc que cet espace BC se compose 
de» de répété autant de fois que l’unité contient dt : or 


4- exprime ce nombre de fois que l’unité renferme dt ; 


dt 
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par conséquent l’espace BC a pour expression i de , ou 


plutôt , parce que la différentielle est prise par rapport 


à t ; et comme nous avons représenté l’espace BC par v , 
nous aurods , pour déterminer la vitesse dans le mouve- 
ment varié , 

de 


v 


~ dt 


225 . On peut encore observer que l’espace parcouru 
depuis l'expiration de t étant Jig. iZj 

B b = de au bout du temps dt t 
B b' — 2 de au bout du temps 2 dt , 

B b" — 3 de au bout du temps 3 dt , 


BC = nde au bout du temps ndt. 

Comme le temps qui s’est écoulé depuis que le mobil® 
était en B, se trouve , par hypothèse, égat à l’unité de temps, 

nous pouvons supposer ndt = r, ce qui nous donne n = ~, 

dt 

Cette valeur étant mise dans l’expression nde de l’espace v 
parcouru dans l’unité de temps, nohs aurons , comme précé- 
demment , 

« de 



226. Avant que de chercher l’équation qui donne la force 
accélératrice , faisons une remarque sur les forces. En gé- 
néral une force F imprimant la vitesse v à un mobile , si 
cette force devient «fois plus grande , elle communiquera au 
mobile une vitesse qui sera aussi n fois plus grande. Cette 
proposition n’est pas incontestable ; parce que la nature 
des forces ne nous étant pas connue, nous ne pouvons 
affirmer que lorsqu’uneforce devient double, par exemple, la 
Vitesse qu’elle communiquera au mobile sera aussi double ; 

9 
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mais c’est un fait qui nous est confirmé par l’expérience et 
✓ duquel nous partirons. Ainsi en adoptant cette hypothèse , 
que les forces appliquées à un même mobile, soient propor- 
tionnelles à leurs vitesses , comme nous ne considérons que 
les rapports des forces, il nous suffira de prendre celui de 
leurs vitesses. 

Nous chercherons donc à mesurer la force accélératrice 
par la vitesse quelle pourrait imprimer au mobile ; mais 
cette vitesse variant à chaque instant, nous supposerons 
qu’après un temps t, la force accélératrice devienne tout à 
coup constante -, alors nous prendrons pour mesurer la force 
accélératrice, la vitesse qu’elle engendrera dans l’unité de 
temps qui succédera à £. 

A la vérité cette force accélératrice constante imprimera 
au mobile une vitesse différente que celle que la véritable 
force accélératrice lui eût communiquée dans cette secondée 
de temps ; mais c’est précisément ce qui résulte de notre 
hypothèse , de ne considérer dans la force accélératrice que 
ce qu’elle est à l’expiration de t. Si dès ce moment nous 
la supposions variable , l’effet ne serait plus produit par 
la force accélératrice qui a lieu à l’expiration de t (*). 

La définition précédente nous donne le moyen conve- 
nable de mesurer la force accélératrice ; car il nous fait 
' connaître dans quel rapport varie l’énergie de cette force 
dans des temps donnés. Par exemple, si au bout des temps 
t et t' la force accélératrice , devenue constante , commu- 
nique au mobile , dans une seconde de temps , des vitesses 


(*) On pourrait rendre cela sensihlepar une comparaison. En reperdant 
la force accélératrice comme un aimant qui varierait continuellement 
de masse, si nous -voulons juperde l'intensité de cet aimant, au bout 
■d’un temps donne, il faudra supposer que sa masse cesse de varier , et 
mesurer la vitesse qu’il pourrait communiquer au mobile dans use 
accoude de temps. 
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teprésentées par les nombres 60 et 20 ; on conclura qu’au 
bout du temps t son intensité est triple de ce qu’elle 
était en t'. 

227. Pour déduire de notre définition l’expression ana-* 
lytique de la force accélératrice , soit v la vitesse acquise 
par le mobile à l’expiration du temps t ; alors au bout du 
temps t -f- dt ,1a vitesse deviendra v -f -dv\ par conséquent 
dv sera la vitesse communiquée au mobile pendant le temps 
dt : or si à la lin du temps t la force accélératrice devient 
tout à coup constante , elle communiquera au mobile , 
dans l’ instant dl qui succédera à dt , une vitesse encore égale 
à dv , et ainsi de suite j de sorte que depuis l’expiration de 
t , les vitesses communiquées au mobile dans les instans dt, 
a dt , 3 dt , etc. serpnt respectivement dv , 2 dv , 3 dv -, par 
conséquent la vitesse acquise au bout de l’unité de temps 
qui succédera à t , sera dv répété autant de fois que cette 

unité contient dt. Ce nombre de fois étant exprimé par , 

il s’ensuit que ■— dv , ou plutôt ^ est l’effet de la force 

accélératrice dans l’unité de temps. Ainsi en représentant 
cette expression par <p , nous aurons cette seconde équa- 
tion du mouvement varié , 

dv 

* = Tf 

En représentant la force par l’effet qu’elle produit , nous 
dirons à l’avenir que <p est la force accélératrice. 

228. Si l’on élimine dt entre les équations précédentes , 
on aura cette troisième équation du mouvement varié , 

fde vdv. 
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CHAPITRE III. 

Du Mouvement uniformément varié. 

aag. L/.t force accélératrice , par sa nature , imprimant 
à chaque instant une nouvelle impulsion au mobile , si ces 
impulsions sont constantes , le mobile , après le temps t , 
acquerra dans une seconde de temps , la même vitesse 
qu’après tout autre temps {, Représentons cette vitesse 
par g , nous aurons 

<p — g. 

Substituant cette valeur dans l’équation 

du 

9 ~dt’ 

on obtiendra 

du — gdt ; 

intégrant et désignant par a la constante à ajouter à l’in- 
tégrale , on aura 

v = a + gt (85) (*)• 


(*) Voici comment on parvient encore A cette équation : Soit un 
corps qui , étant en mouvement, a acquis une vitesse < 7 ; s’il est tout 
à coup sollicité par une force accélératrice constante qui lui commu- 
nique par seconde une vitesse g , la vitesse de ce coips sera 

a ■+ g au bout d’une seconde , 

•. a + 3g au bout de déni secondes , 
a -f- 3g au bout de trois secondes, 
a -t- tg au bout de t secondes; 

■de sorte que si nous appelons v la vitesse que doit avoir le mobile an 
bout du temps t , nous aurons 

y = a -f- gt. 
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Noua avons vu que la vitesse était aussi donnée par 
l’équation * 

de ' 

V ~"dt' 

» 

Si on élimine v entre ces deux équations , on trouvera 
de = ( a +gt ) dt : 

intégrant on aura 


e = b at + igp (86). 

Suivant que g sera positif ou négatif, le mouvement sera 
uniformément accéléré, ou uniformément retardé. 


a 3 o. Si f est nul , on trouve b — e ; donc b est l’espace 
parcouru par le mobile avant l’origine du temps. 

A l’égard de a , nous avons vu que cette constante était 
la vitesse initiale ; on le prouverait encore au moyen de 
l’équation ( 85 ) , dans laquelle on ferait f = o. 

a 3 1 . Lorsque l’espace initial b et la vitesse initiale a sont 
Culs , les équations ( 85 ) et (88) deviennent 

v = gt (87) , 

e = ±gr ( 88 ), 


et le corps a dû se trouver en repos lorsqu’il a été mis en 
mouvement par la force accélératrice. 

a 3 a. Soient e' et e" les espaces parcourus dans les temps 
i et t" ; si l’on met successivement ces valeurs dans l’équa- 
tion (88) , on trouvera 


e' = igf\ e" = igt"’; 

donc 

e' : e" :: t % : t"* (89); 

par conséquent les espaces qu’une force accélératrice cons- 
tante fait parcourir, en différens temps , à un mobile qui part 
du repos , sont comme les carrés de ces temps. 



l3 4 DYNAMIQUE. 

On peut aussi comparer entr’elles les vitesses v et v* 
acquises au bdtit des temps tf et t" ; car en mettant suc- 
cessivement ces valeurs dans l’équation (87) , on trouve 


d’où l’on tiie 


v = gt' , v" = gf- 


et en mettant à la place du rapport t' \ t“ sa valeur donné© 
par la proportion (89) , on a 


v : v" :: {/? : V*"- 

Ces deux dernières proportions nous apprennent que les 
temps sont comme les vitesses ou comme les racines car- 
rées des espaces parcourus pendant ces temps. 


233. Si nous faisons t = 1 , l’équation (88) nous donne 

g = 2e. 

Dans ce cas , e est l’espace parcouru dans l’unité de temps 
par le mobile ; donc le double de cet espace est l'expres- 
sion £ de la force accélératrice. On a trouvé, par exemple, 
que dans une seconde de temps un mobile, livré à l’action 
de la pesanteur , parcourait à la latitude de Paris , et à la 
température de la glace fondante, 

i5 pieds , 097 = 4'’»9°44 i 

mettant cette valeur à la place de e- dans l’équation précé- 
dente , on trouve 

g = 3o p ,ig5 = 9 m ,8og. 

234. On parviendrait au même résultat par les considé- 
rations suivantes : soient i, et i a deux secondes successives 
de temps , et supposons que le mobile , pendant la durée 
de la seconde i 7 qui représente t, ait parcouru i5 pieds ; 
la force accélératrice se mesurera par l’espace que par- 
courrait le mobile dans la seconde i M , en vertu de la force 
accélératrice, devenue tout à coup constante à l’expira- 
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tion de i / : or dans cet instant 1 , , le mobile ayant parcouru 
i5 pieds , devrait, s’il n’était sollicité que par la vi- 
tesse qu’il a acquise , parcourir encore 1 5 pieds dans le 
temps i Æ ; mais la force accélératrice étant supposée cons- 
tante , doit produire sur le mobile , dans la seconde i (( , le 
même effet qu’elle a produit dans la seconde i ; ; elle fera donc 
parcourir encore au mobile i5 pieds dans le temps i„ ; d’où 
il suit que le mobile aura décrit 3o pieds dans la seconde 
i a ; c’est cet espace qui mesurera la force accélératrice g. 

a35i L’équation ( 88 ) nous fait connaître l’espace par- 
couru dans un temps donné. Par exemple , si t = 6 ", on a 

e = i ( 3 o?,i 95 ) X 3 6 = £ ( 9 m , 8 o 9 ) X 36 , 
et en exécutant les opérations indiquées , on trouve 
e =543 f ’,5i = i 76 m , 56 a : 

ainsi un corps élevé de 176 mètres emploierait environ six 
secondes à tomber. I 

Si l’on cherchait la vitesse qui devrait animer ce corps au 
bout de ce temps , elle nous serait donnée par l’équation 
*(85) , dans laquelle on ferait 

a = o, g = 9 m , 8 o 9 , t = 6 *, 
et l’on trouverait 

v = 58 m ,854- 

a36. On pourrait aussi demander de quelle hauteur 
un corps devrait tomber pour avoir une vitesse donnée. 

Dans ce cas , on éliminerait t entre les équations 

e = ïgi% v = gf , 
et l'on trouverait 

_ 1 
v = l/aeg (90). 

Par exemple , si l’on veut savoir quelle est la vitesse que 
doit avoir à l’instant de sa chute une balle de plomb 
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qui tombe d'une hauteur de 20 mètres, on aura 


v ~ v/40 (9,809) = 1/392,36. 

On énonce ce dernier problème en disant que l’on chercha 
la vitesse due à une hauteur donnée. 

237. Enfin on pourrait chercher le temps qu’un mobile 
demeurerait à tomber d’une hauteur e. Dans ce cas » 
en éliminant v entre les équations 


v — gt et v ~ 1^2 eg , 


on trouverait 


V g 


238 . Il nous reste à appliquer les équations du mou» 
ventent 

de dv 


dï= V Ct * = df 


(90 


à la recherche du mouvement direct d’un corps , dans 
diverses hypothèses. Cette recherche se réduit à déterminer 
les relations qni existent entre le temps , l’espace et la 
vitesse ; car , par exemple , si l’on peut parvenir à con- 
naître l’espace et la vitesse en fonctions du temps , on sera 
en état de savoir en quel lieu se trouvera le corps an bout 
d’nn temps donné , et la vitesse qu’aura ce mobile. Ainsi 
tout ce qui est relatif au mouvement de ce corps sera connu; 
c'est ce qui va faire la matière des chapitres suivans. 


« 
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CHAPITRE IV. 


Du Mouvement que suit un Corps lancé verticale — 
ment en sens contraire à celui de la pesanteur. 

s3g. Si la pesanteur agissait seule sur un corps qui par- 
tirait du repos , nous avons vu que dans ce cas on aurait 
l'équation 

dv 



Cette équation nous donnerait v = gt pour la vitesse que 
le mobile aurait acquise au bout du temps t : or si l’on 
suppose qu’au lieu de partir du repos il soit lancé vertica- 
lement en sens contraire à celui de la pesanteur avec une 
vitesse a -, cette vitesse , au bout du temps f , devra être di- 
minuée de toute celle que la pesanteur aura imprimée au 
mobile ; par conséquent la vitesse du mobile , au bout du 
temps t , devra être représentée par a — gt ; de sorte qu’en 
appelant v cette vitesse , nous aurons 

v — a — gt (92) ; 

mettant pour v sa valeur ~ , chassant le dénominateur et 

4 

intégrant, nous trouverons 

e = at — { gt\ 

Nous n’ajouterons point de constante , parce que nous sup- 
poserons que l’espace initial soit nul. 

Cette seconde équation étant mise sous la forme suivante , 

* == — 


y 
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Si l’on y substitue la valeur de t tirée de l’équation (92) M 
on trouvera 


a v a — v 

e = — — — X 


plutôt 


a 

a* — v* 


S 

•( 93 ). 


2^0. Les équations (92) et (g 3 ) nous feront connaître 
toutes les propriétés du mouvement que nous considérons. 
En effet , l’équation (92) nous prouve que plus le temps t 
augriiente , plus la vitesse v diminue ; mais en considérant 
l’équation (q 3 ) , on voit que plus la vitesse diminue , plus 
l’espace parcouru augmente ; d’où il suit que le mobile 
diminue de vitesse en s’élevant verticalement; enlin la 
même équation ( q 3 ) nous montre aussi que lorsque la 
vitesse devient nulle , le mobile a atteint sa plus grande 
hauteur ; si bous appelons h cette hauteur , l’équation (g 3 ) 
nous donnera , en faisant v — o. 


h 


à 1 


( 94 )- 


Pour déterminer le temps qui correspond à cette plu» 
grande hauteur , nous ferons aussi v = o dans l'équation 
( 93 ) , et nous aurons 



Si l’on veut avoir la vitesse due à la hauteur h , c’est-à- 
dire la vitesse qu’aura le mobile à l’instant de sa chute en 
descendant de cette hauteur, on mettra la valeur qua 
nous venons de déterminer pour h , dans la formule 


v = \Zzeg — \Zzhg , 

et l’on trouvera 

v = y/a 1 = a j 
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par conséquent le corps a la même vitesse en descendant 
qu’en montant. 

241. Si l'on demandait, par exemple, la plus grande 
hauteur à laquelle doit s’élever un corps lancé avec une 
vitesse de 81 mètres par seconde; on trouverait, au moyen 
des équations ( 94 ) et ( q 5 ) , que cette hauteur est de 
334 ”, 43 , et que le temps de la chute du mobile est de 8", a. 

243. Toute cette analyse peut s’appliquer au cas où le 
corps , au lieu de monter , descendrait ; alors g serait de 
même signe que a , et on emploierait l’équation 

v = a - f gt. 


CHAPITRE V. 


Du Mouvement vertical d'un Corps , en ayant 
égard à la variation de la pesanteur. 

243. La pesanteur est une force qui n’agit pas de la mémo 
manière dans tous les lieux. On a reconnu qu’elle dimi- 
nuait lorsqu’on s’éloignait du centre de la terre , et quelle 
agissait en raison inverse du carré de la distance , c’est-à- 
dire qu’à des distances du centre dé la terre , représentées 

par les nombres 2, 3 , 4 » etc. , elle devenait A , A f 

2 O 


4 ‘ 


de ce qu’elle était à la distance 1 ; ainsi quoique la 


pesanteur fasse parcourir 4” 1 )9°4 en 11116 seconde à un 
mobile qui est à la surface de la terre , si l’on s’éloigne 
de cette surface , ce mobile ne parcourra plus 4 m > 9°4 P ar 
seconde. 
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a44- Considérons donc un mobile qui partant du repo* 
Fig. i38. du point À (fig. 1 38 ) est parvenu en un point B , et cher- 
chons d’abord la vitesse de ce mobile en ce point. Dans 
cette vue , nommons g la pesanteur à la surface M de la 
terre , < p la pesanteur au point B, r le rayon CM de la 
terre , x la distance de B en C ; et pour simplifier les 
calculs , faisons AC = i : la pesanteur agissant en raison 
inverse du carré de la distance , nous aurons 


g : <P :: x* 


d’où nous tirerons 


' gr* 


La force accélératrice est aussi exprimée par 

dv 

9 ~di' 

ainsi on conclut de ces équations , 

£=? C96). 

D’une autre part la vitesse étant égale à la différentielle 
de l’espace parcouru , divisée par celle du temps , nous • 
aurons pour la vitesse 

d ( i — x) 

V — dt » 

ou plutôt 

// -r» 

■(97)*' 


d. r 
dt' 


Multipliant cette équation terme à terme par l’équation' 
( 96 ), et supprimant le diviseur commun dt , nous trou- 
verons 

**=■-*>•3. 


et en intégrant 


v* gr* , _ 

— = 2 LC, 

3 X 
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Nous déterminerons la constante en observant que quand 
a:=AC = x , v = o, et nous trouverons 

C = — gr\ 

Substituant cette valeur dans l’équation précédente , nous 
obtiendrons 


v* 

a 


=*■(;-)■ 


•(98). 


Cette équation détermine la vitesse qui a lieu en un point 
quelconque de la verticale. 

345. Pour avoir le temps que le mobile a employé à 
parcourir l’espace AB , nous éliminerons v entre cette équa- 
tion et l’équation (97) , ce qui nous donnera 

d’où nous tirerons 

1 . dx 1 


dt > — x 




, et par conséquent , 

dt — ±- a/L : 

r v 2g 


dx 


et en intégrant, 
t : 


VP 


•C 89).’ 


Pour effectuer l’intégration qui n’est qu’indiquée , nous 
trouverons, en réduisant les fractions au même dénominateur, 

A-È== do»), 

JvG- J/~ Jvi ~ x ■ 
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Nous ferons évanouir le radical du dénominateur en #up-« 
posant 

1 — x =. z\ 

On tire de cette équation 

cLx — — 2 zdz , V/ 1 — x — z , {/x= V' î — z % . 

Substituant ces valeurs dans la formule précédente , nous 
obtiendrons 

fv== = ~ •/* 1 

Intégrant par parties , nous aurons 



D’une autre part , multipliant et divisant par [/ 1 — a* , 
on a cette équation identique 



Ajoutant ces ' équations et divisant par a , on trouve 


J'dz V i— a* = isl/ a* + î 

= ;* l/i — z a 4- ï arc ( sin = z ) ; 

donc 

— afdz l/ 1 — z* = — z l/ 1 — a* — arc(sin = z), 
substituant cette valeur dans l’équation 101 , on obtiendra 
l’intégrale de l’équation (too) , et par conséquent l’équation 
(99) deviendra 


* 7 V/Ï * 1 — "** arc ( sin = 2 )] — ( loa )* 

Il n’y a point de constante à ajouter , parce que lorsque 
t — o , on a x = 1 alors l’équation 1 — x = z 2 nous 
donne 2 = o, hypothèse qui fait évanouir le second 
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membre de l’équation ( 102 ) ; et comme le temps est es- 
sentiellement positif , nous ne prendrons que le signe 
inférieur des deux signes qui affectent la valeur de t ; 
observant ensuite que z* n’est autre ebose que l’expression 
analytique 1 — a; de l’espace parcouru AB que nous re- 
présenterons par e, l’équation précédente nous donnera 
pour déterminer le temps en fonctions de l’espace , 

t —\ \/^ |/i — e + arc(sin= /ê)]. 

s^S. Cette dernière équation se simplifie beaucoup dans 
l’hypothèse où les distances AB et AM seraient très-petites 
à 1 egard de AC et de MC ; car alors on peut, sans erreur 
sensible , remplacer e par l’unité , et l’arc par le 

sinus ; c’est-à-dire mettre }/ e à la place de arc sin l/e , 
et en changeant r en 1 on obtiendra 



On tire de cette équation élevée au carré , 

^ = i g? % 

ce qui nous apprend que dans cette hypothèse particulière , 
le mouvement s’effectue comme si la pesanteur n’était 
pas variable. 


CHAPITRE VI. 

<fc 

Du Mouvement vertical dans les milieux résistons . 

* f 

M7- On a trouvé que la résistance qu’éprouve un corps 
qui se meut dans un fluide , était proportionnelle au carré 
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de la vitesse qui anime ce corps. Ainsi en appelant m cette 
résistance lorsque le mobile est animé de l’unité de vi- 
tesse , cette résistance deviendra mv 2 , quand il aura acquis 
la vitesse v. Cette force mv 2 étant contraire à celle de la 
pesanteur que nous supposerons constante , nous aurons 


<p = g — mv 2 ; 

mettant pour <p sa valeur ^ , nous aurons 
• dv 

di = e- mv > 

fl’où nous tirerons 

* = ^ 


Pour intégrer cette équation, nous remarquerons qu’en 
décomposant le dénominateur en facteurs , nous avons 


g — mv 2 = (\/g+v l/m)(l/g-v l/m). 

Nous supposerons , d’après la méthode des fractions ra- 
tionnelles ( Elémens de Calcul différentiel et intégral , 

page i54), 

• - ~ V — i = dv ( ■ ,- A B ;A ...(I04). 

g' — niv \ y/ g-\-v y/ m \/ g — v {/ ni/ 

Réduisant le second membre au même dénominateur , 
supprimant les dénominateurs et égalant entr’eux les coef- 
ficiens des mêmes puissances de v , nous trouverons 


A = B = 


Vg 


Substituant ce3 valeurs dans l’équation ( 104 ) , nous aurons 

dv_ 1 ✓ dv dv \ 

i mv * a y'gKV'gf-vy'rn \/ g — v\/m) ’ 


ë- 
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cette valeur multipliée et divisée par ÿ m , étant mise 
dans l’équation (io 3 ), cette équation devient 


dt 


2 I / m 1 / st \ I 


dv l / 1 


7 = + 


dv y' m \ 

s — v l/ m) * 


2 l/ m ÿg\\/g-)~i>y / m [/g — v j/ in/ 


et en intégrant , on obtient 

^ 7 ^ 0 °S( — log(V/g:-vV/m)] + C, 


ou 


f = 


log 


y'g + vj/ m 


.(io 5 ). 


2 Vmg ÿg — v 
Nous supprimons la constante , parce que t = o quand 


248. Si l’on multiplie les deux membres de l’équation 
(io 5 ) par 2 \^mg , et le premier seulement par le loga- 
rithme de la base 1 du système neperien , logarithme qui, 
comme on le sait, équivaut à l’unité , on trouve 

2 1 v m g iog t = log — fL v , 

y g — v y 1 m 


ou 


log .«*=* = log Ÿl±l ’V_ 

Vg — vV 

passant au nombre , on a 

_ Vg + v\/m 
V g — v\Zm‘ 

et en écrivant ainsi cette équation , 


__ Vg — vVm. 

Vg+vÿm 


— y 

m 


0 st iV' n 


.(106) 


On voit que plus t augmente , plus le terme s’ap- 

proche de l’infini , et par conséquent plus cette équation 

10 
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tend à se réduire à 

* 

o = \Tg — v V m (*°7) > 


ce qui arriverait effectivement si t devenait infini j car 
alors le premier membre de l'équation ( 106) devenant 
nul , on aurait le droit de supprimer le diviseur commun 

Vg + v y'm. # 

L’équation (107) nous donne 


= ŸA. - 


v = - L -~ — constante. 


y m 


Cette valeur de v qui a lieu lorsque t = 00 , nous apprend 
que plus t s’augmente , plus la vitesse tend à devenir 
constante. 


a 4 g. Pour avoir l’espace en fonction de la vitesse, nou* 
multiplierons terme à terme les équations 


dv *• de 

- = g-mv% v ~ dï> 


et nous trouverons 


vdv = (g — mv 1 ) de 


d’où nous tirerons 
de = 


vdv 

g — Ml ' 1 


.(108). 


Le numérateur de cette fraction étant la différentielle 
du dénominateur à une constante près , nous parviendrons 
à l’intégrer en faisant 


g — mu* — z. 

Différentiant cette équation, nous trouverons 



arn 
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Mettant cea valeurs dans l’équation ( t©8) , nous la chan- 
gerons en . 


de = — 


dz 


a ma 

L'intégrale de cette équation est 

e== -i lo 6* + C > 

ou , en mettant la valeur de z, 

e = — ^ log (g- — mv») + C. 

Je détermine C en faisant e = ô et v = o , ce qui me 
donne 

c =i lo s* : 

substituant cette valeur de C , je trouve * 

e = — ~ t log ( g — m/y- log g] , 

et en observant que la différence de9 logarithmes de deux 
nombres est égale au logarithme de leur quotient , j 'obtiens 
enfin 


= ~r L log(i - — Y 
2/71 ° V g J 


CHAPITRE VII. 

Du Mouvementées Corps pesons assujétis à glisser 
le long des plans inclinés. 

■ _ 

flüo. P ROPOSONS-NOUS de déterminer le mouvement d’un 
corps qui glisserait sur un plan incliné. U est d'abord 

10. . 


Digitized by Google 


J/(8 bYNAMIQÜE. 

évident que le centre de gravité de ce corps se meut sur 
un plan parallèle au plan incliné. Ainsi la question peut 
se ramener à celle du mouvement d'un point matériel sur 
un plan incliné. 

, 3g. Soient donc ( Eg 1 3 g ) m ce point matériel , et g- la vitesse 
due à l'action de la pesanteur. Cette vitesse sera représentée 
par la droite mB que décrirait le point m dans une seconde 
de temps s’il agissait librement; mB aura pour composantes 
suivant une direction perpendiculaire au plan incliné , et 
suivant ce plan , les droites mC , mD ; la première de ces 
composantes sera détruite par la résistance du plan incliné , 
et la seconde fera glisser le point m sur ce plan. 

Cela posé , les forces étant proportionnelles aux vitesses 
qu’elles communiquent à un mobile dans le même temps , 
si nous appelons g' la vitesse qui sollicite le mobile dans 
une setonde de temps , suivant le plan incliné , nous au- 
rons la proportion 

t*b : mD g : g'. 

Or nous avons vu , art. 302 , que le rapport de mB à mD 
était le même que celui de la longueur du plan incliné à la 
hauteur. Ainsi , en appelant h la hauteur du plan incliné , 
et h' sa longueur , nous aurons encore 

h' : h,:: g : g'-. _ 


d’où l’on tirera 


° h 


.(109). 


25 1. Cette équation nous fait voir que la vitesse g' n’est 
autre chose que la vitesse g qui anime le mobile lorsqu’il 

J 

est libre , multipliée par le rapport constant Concluons 

que le mobile est entraîné le long du plan incliné par une 
force accélératrice g' qui ne diffère de celle de la pesanteur 
que par l’intensité. Donc si nous appelons t ' le temps que 
le mobile emploiera à descendre de m en A le long du 
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plan incliné , comme l’espace parcouru sera K , il y aura 
entre g', h' et t' la même relation que nous avions entre 
g , t et h dans la théorie du mouvement uniformément 
accéléré ; par conséquent nous aurons 

h ’ — ïg'»' 1 ; (H°)> 

et la vitesse v' qui animera le mobile au point A qui cor- 
respond à if , sera 

t /./ . 

v = g ( 

en éliminant le temps, nous trouverons 
v' = }/ %g' h’ . 

Substituant dans cette équation la valeur de g' ( équat. 109) , 
nous trouverons , en^réduisant , 

v' = {/ agh. 

L’expression de cette vitesse étant indépendante de l’angle 
;nAE que fait le plan incliné avec 1 horizon, il en résulte que 
sidifFérens mobiles partis du point m (fig. 1 40), glissent sur Fig. i|o. 
les plans inclinés mA, m A' , mA" , etc. ; ils auront la même 
vitesse lorsqu’ils seront parvenus aux points A , A', A*, etc. 
situés sur le plan horizontal. , 

n 5 a. Observons que , quoique les vitesses d’Un mobile 
soient égales aux points A et E , il n’en est pas de même 
des temps ; car soient t et t' les temps qu’il emploie à par- 
courir les droites mE et mA . , ces temps sont donnés par 
les équations 

« A* , /ïv 

vt * = vr 


t = 


or on a 


h <A% 

g>g', oui <i 7 . 
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on déduit de ces inégalités celle-ci 
*h . 2 V 
1 < ?’ 

ce qui nous apprend que la valeur de t ' surpasse celle de f. 

a 53 . Le mouvement d’un corps pesant sur le plan in- 
cliné , nous offre encore cette propriété remarquable du 
cercle ; c’est qu’un mobile demeure autant de temps à glis- 
F.g > 4 *. ser le long d’une corde AC (fig. i 4 « ) qu’à parcourir le- 
diamètre vertical AB. En effet l’équation (i 10) noua donne 


N 


t' 


-Vf- 


H 


mettant pour g' sa valeur ^ , cette équation devient 


e ~ v 


a h'* 


.(111). 


Or si nous appelons d le diamètre du cercle ACB , nou* 
aurons , par la nature du cercle , 

• ab : ac :: ac : ad. 


ou 


par conséquent 


d : k :: h' : h -, 
h' % — hd . 


Substituant cette valeur dans l'équation (î 1 1)-, nous trou- 
verons , en réduisant , 


■-y/r 


s 

or c’est précisément la valeur qu’on trouverait pour t , au 
moment où le corps tombant du point A, arriverait en B ; car 
la hauteur AB étant exprimée par d , il suffirait de changer 
e en d dans l’équation e = j gt a pour que cette équation 
donnât la valeur du temps t de la chute. 


'i 
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CHAPITRE VIII. 

Vu mouvement d’un Corps assujéti a parcourir une 
courbe ; équations de la trajectoire qu’il décrit , 
et détermination de sa vitesse ; du cas où le mo- 
bile est soumis à une force d’attraction dirigée 
vers un point fixe; du principe des aires ; et du 
cas où les forces étant dirigées vers des centres 
fixes, ces forces sont des fonctions des distances 
du centre d’ attraction du mobile aux centres 
fxes.. 

254. Jusqu’à présent nous avons supposé que le mouve- 
ment s’effectuait en ligne droite ; mais s’il était curviligne , 
il ne suffirait pas de pouvoir dire qu’au bout d’un temps 
donné , le mobile serait susceptible d’avoir parcouru tel 
espace, ou d’étre animé de telle vifessé ; il faudrait, pour 
connaître entièrement son mouvement, que l’on fût en état 
d’assigner la courbe suivant laquelle il a dû se mouvoir, et 
de savoir en quel point de cette courbe il est, au bout du 
temps donné. 

255. Pour résoudre ce problème, nous avans d’abord 
besoin d'employer un nouveau principe •, o’est oelui du pa- 
rallélogramme des vitesses que nous allons démontrer. 

Voici en quoi il consiste : Si dans l’unité de temps deux 
forces P et Q ( fig. 142) communiquent à un point maté- F'fr 'i*- 
riel m des vitesses mB et mC , la résultante R de P et de Q 
lui communiquera dans la même unité de temps , une 
vitesse mD qui sera la diagonale du para.lélogramme 
construit sur les vitesses mB et mC. En effet, comme il est 
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permis de représenter toute force donnée par une partie quel- 
conque de sa direction , la force Q pourra être représentée 
par mC; alors la force P le sera par mB; car les vitesses 
sont proportionnelles aux forces. Or en considérant mBDC 
comme le parallélogramme des forces P et Q , la diago- 
nale mD de ce parallélogramme représentera en intensité 
la résultante R de P et de Q. Il s'agit donc de déterminer 
la vitesse que R est capable de communiquer au mobile » 
et de prouver que cette vitesse est égale à la résultante du 
parallélogramme dont les côtés seraient les vitesses pro- 
duites par les forces P et Q. Pour cet effet, soit x la vitesse 
que R est en état de communiquer au point m ; les vitesses 
étant proportionnelles aux forces , nous aurons 

p : r :: m b : x. 

D’une autre part , la propriété du parallélogramme des 
forces nous donne " 

p : R mB : mD. 


On tire de ces proportions , 

mB : mD : : mB : x ; 

donc 

x = mD ; 


par conséquent on peut regarder la diagonale du parallélo- 
gramme construit sur les vitesses, comme égale à la vitesse 
que R peut communiquer au mobile. 

256 . Le parallélipipède des vitesses est une conséquence 
immédiate du parallélogramme des vitesses ; car soient 
Fig. 143. (fig. i 43 ) P, Q et R trois forces qui communiquent les 
vitesses mp, mq et mr à un point matériel m ; composons 
les vitesses mp et mq en une seule mp' ; il résulte de l’article 
précédent que cette vitesse sera la même que celle qui serait 
communiquée à m par la résultante F des forces P et Q ; de 
même la résultante ms des vitesses mp' et mr représentera,, 
en intensité la vitesse imprimée par S , résultante des deux 
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Forces P' et R , ou des trois forces P , Q et R ; donc la dia- 
gonale -ms du parallélipipède des vitesses , sera la vitesse 
communiquée à tii par la résultante des forces P , Q et R. 

a57. Considérons maintenant de quelle manière un point 
matériel, animé d’une vitesse variable, peut décrire une 
courbe. Pour cela , supposons d’abord que le point matériel 
771 (fig. 144) étant en repos , cède à une impulsion instan- Fig. 1 fj. 
tanée qui lui fasse décrire la droite m\ dans le temps fl , 
et qu’au bout de ce temps il reçoive une seconde impulsion 
capable de lui faire décrire dans un second temps fl , la 
droite AB , le mobile n’obéira pas uniquement à la force 
qui l’entraîne dans cette direction AB , parce qu’en vertu 
de la loi d’inertie, il doit durant 9 parcourir AC = Am ; mais 
il suivra la diagonale AD du parallélogramme ABCD. 

S’il reçoit en D une nouvelle impulsion capable de lui faire 
parcourir l’espace DO dans un troisième temps 6 , il décrira 
de même la diagonale DF du parallélogramme construit sur 
DO et sur le prolongement DE de AD , et ainsi de suite ; , 

de sorte qu’au bout d’un temps composé de n fois 6 , le 
mobile aura décrit un polygone d’un nombre n de côtés. 

D’après ce qui précède , la vitesse étant la même tant 
que le mobile est sur le même côté , il suit de là que si 
lorsquül est arrivé à l’extrémité du dernier côté , il ne 
reçoit pas une nouvelle impulsion , il s’échappera suivant la 
direction de ce côté. 

Si l’on suppose que le temps fl soit infiniment petit , 
les impulsions se succéderont immédiatement , et le polygone 
se changera en courbe; alors si la force accélératrice cesse 
d’agir , le point matériel s’échappera suivant la tangente à 
la courbe. 

Dans la même hypothèse de «infiniment petit, « se change 
en c II en même temps que le côté du polygone devient 1 élé^ 
ment de la courbe ; par conséquent pour avoir la vitesse 
qui est l’espace parcouru dans l’unité de temps , suivant la 


/ 
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tangente, dans l’hypothèse où la force accélératrice cesserait 
tout-à-coup d’agir, il faudra répéter ds autant de fois que dt est 

contenu dans l’unité de temps - , c’est-à-dire-multiplier ris par 
ce qui nous donnera pour l'expression de la vitesse 

ds 

V ~~ dt' 

208. Revenons au mobile qui , par des accroissemens de 
l ‘E 1 * ’ vitesse aux points m!, m", m", etc. (fig. i 45 ) , parcourt le ) 
polygone nwi'mV, etc. Soient v , v, v", v", etc. les vitesses 
_ qu’il reçoit aux points m , m ', m", rn ", etc. , et 0 , , t", 
t” , etc. les temps qu’il emploiera à parcourir les côtés mm', 
mm", m"m m , etc. Comme , par hypothèse , la vitesse est 
constante tant que le mobile ne change pas de côté , nous 
aurons , par la nature du mouvement uniforme , 

mm = vt , mm" r= vV , m“m" = v"t“ \ 

par conséquent le contour du polygone mm'm", etc. sera 
exprimé par 

v# -f- vV -f- v*<* -f- etc. 

Si l'on projette les côtés de ce polygone sur les axes coor- 
donnés , et qu’on nomme a, ff, y; C, y-, et", ( 3 *, y", etc- 
les angles formés par les vitesses v , v', v", etc. avec les 
axes coordonnés , ces vitesses auront pour projections QT] 

v cos », <J cos », v" cos », etc. sur l’axe des x , 

v cos C , v cos v" cos £", etc. sur l’axe des y , 

v cos y, v' cos y, v" cos y" etc. sur l’axe des z. 

Par conséquent la projection nriri'n", etc. du polygone 
etc. sur l’axe des x, sera exprimée par 

v cos »6 -J- v cos -f- v* cos «"O" etc (1 12). 

On voit donc qu’en même temps que le point m parcourt 
le polygone mm! m" m" , etc., sa projection n parcourt 
nécessairement l’espace nrin"n m , etc. Or si cette projec- 
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tion était seulement sollicitée par une force X dirigée sui-* 
vant l’axe des x , et qui fût telle que le point n décrivît dans 
les temps 8, S', 1 !*, etc. les droites nn ' , nn", n“n u , etc. avec les 
vitesses v cos «, v' cos * , v* cos etc. , le chemin que cette 
projection parcourrait sur l’axe des x serait représenté par 
v cos *6 -f- v' cos «Y + v" cos ai" -f- etc (i 1 3). 


L’identité de l’expression (ua) à cette dernière , nous ap- 
prend que lorsque le point m est transporté dans l’espace , 
sa projection se meut sur l’axe des x comme si les deux 
autres composantes de la vitesse n’existaient pas; car dans 
le calcul qui nous a conduit à l’expression (ii3) , nous 
n’avons fait entrer en considération rien de ce qui est relatif 
à ces deux composantes. 

Ce que nous disons de l’axe des x pouvant s’appliquer 
aux deux autres , et le polygone se changeant en courbe 
lorsque le nombre de ses côtés est infini, concluons que 
lorsqu’un point matériel , sollicité par une force accéléra- 
trice , décrit une courbe dans l’espace , une de ses projec- 
tions se meut comme si les deuxjntres n’existaient pas. 
Ainsi en nommant X , Y , Z les comfftsantes de la force 
accélératrice ç , suivant les axes des coordonnées , nous 
pouvons regarder X , Y , Z comme des forces accélératrices 
qui imprimeraient aux projections du mobile des mouve- 
mens indépendans de l’ensemble des deux autres. 


2 oq. Pour déterminer les expressions analytiques de ces 
forces accélératrices , il faut remarquer que lorsque le point 
matériel parcourt l’espace ds , ses projections décrivent 
les espaces dx , dy , dz ; par conséquent les vitesses des 
projections suivant les axes coordonnés seront respec- 
tivement^, ^ ; et comme ces forces accélératrices 


sont les coefficiens différentiels des vitesses , pris par rapport 
au temps, on aura 


* - 
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(u4). 


Telles sont les équations qui serviront à déterminer le 
mouvement en ligne courbe, d'un point matériel ou celui 
d’un mobile , puisqu’on peut regarder la masse du mobile 
comme concentrée à son centre de gravité. 


n6o. Lorsque les fonctions X , Y, Z seront données par 
la nature du problème , si l’on peut obtenir les intégrales 
des équations (n4) > ces intégrales ne devant contenir 
d'autres variables que x , y , z et t , on aura trois équa- 
tions qui , par l’élimination de t , en donneront deux autres 
entre les variables x , y , z; ces équations seront celles de 
la trajectoire, ou courbe engendrée par les forces accéléra- 
trices. 

Si toutes les • sont dans un plan qu’on prendra 
pour celui des x , y , la variable c n’existera pas , et il 
suffira d’employer les équations 

d’x d*y _ 

dr — A » dr — Y ‘ 


lorsque , par la nature du problème , on aura déterminé 
X et Y , si l’on peut obtenir les intégrales de ces équations -, 
elles ne pourront contenir d’autres variables que x , y et t ; 
alors en éliminant le temps , on trouvera une équation que 
nous représenterons par 

y =fx: 

cette équation ne renfermant que deux variables , la tra- 
jectoire sera une courbe plane. 


* 


» 
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261 . Nous avons vu que la vitesse du mobile était don- 
née par l’équation 

ds 

V ~ dt '~ 

or on sait , art. 146 , que l’élément ds d’un arc de courbe 
dans l’espace , a pour expression 


\/ d. r* -f- dy* + dz 1 . 

Si l’on substitue cette valeur dans l’équation précédente 


on aura 


v — £ V dx* + dy* + dz*, 

ou plutôt, en remarquant que toutes les différentielles se 
prennent par rapport au temps , 


/ dx* dy * , dz* 

A l’égard des angles que la vitesse fait avec les axes 
soient « , S , y ces angles, ils seront déterminés par les 
équations 

dx 
dt ’ 
dy 


v cos * 


v cos C = , 

dt 


V cos y = 


dz 

dt’ 


2S2. Il existe une méthode plus élégante pour déter- 
miner la vitesse. En effet , si l’on multiplie les équations 
(11 4) , la première par zdx , la seconde par zdy , et la 
troisième par 2 dz , et qu’on ajoute les résultats , on ob- 
tiendra 

- ZÆ + Ydy+ xdx , 

observant que le premier membre de cette équatiou n’est 
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autre chose que la différentielle de dz*~f~ dx*, divi- 
sée par dt*, on aura 

iSÉ^+AÇLi^ï = 3 ( U, + Ydy + X<fc).' 

Remplaçant r/z a -f- dy*~j~ dx* par ds * , et regardant dt 
comme constant , on trouvera en intégrant , 

^7 = a /( Z<fz -f "Ydy + Xdx) + C , 
ou , en mettant la valeur v de ^ , 

v a = a/(Z<fc + Ydy -f Xdx) + C (u6). 

a 63 . L’expression de la vitesse dépend donc de l’intégra- 
tion de la formule 

f(Z.dz + Ydy + Xdx) (117). 

Lorsque cette intégration est possible , en l’effectuant , on 
parviendra à mettre l’équation (1 16) sous la forme 

v 1 = aF (x, y, z) -f- C (118). 

Pour déterminer la constante , il faudra connaître la vitesse 
du mobile à l’un des points de la trajectoire. Ainsi lors- 
qu’on sait que V est la vitesse qui correspond aux coordon- 
nées x = a , y—b, z= c , on a 

Y a = aF(a, b, c) -f C. 

Tirant de cette équation la valeur de C et la substituant 
dans l’équation (118), on obtiendra 

v* — V* = 2F (x, y , z) — aF (a , b , c)- 

364. On peut parvenir £ intégrer la formule (1 17) dans 
le cas où le mobile est soumis à une force d’attraction diri- 
gée vers un point fixe. Pour le démontrer , les forces qui 
agissent sur le mobile , se réduisant dans ce cas , à une résul- 

1 , 
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tante unique R qui passe par le centre fixe , et qui agissant 
suivant CM, pourra être représentée par une partie quel- 
conque CD de cette ligne (fig. 146 ) ; prenons ce centre pour F*g- >4 6> 
origine, et nommons A sa distance au point M, et <* , p , y les 
angles que CM= A fait avec les axes coordonnés, la résul- 
tante R formant les mêmes angles , nous aurons 

X = R cos * , Y = R cos C , Z = R cos y , 
et par conséquent , 

X cos u Y cos • Z cos y 

Y cos i‘ Z. cosj^ * X cos « ( n 9)" 

Or si nous appelons x , y , z les coordonnées du point 
M où le mobile est situé , nous aurons 

* = - * cos <c , y — ■ a cos Ç , z = A cos y. 

On tire de ces équations les proportions 


x i y ’ z y, cos « : cos S ; eos y ; 
d’où l’on déduit 

, COS « x cos C y cos y Z 

coS £ y * cos y z cos * x * 

Substituant ces valeurs dans fes équations (ug), on aura 

ÿX — xY .= o, aY — yZ = o, xZ — aX = o. 

Si dans ces équations on met pour X , Y , Z leurs valeurs 
données par les équations (114) , en trouvera 


y 

z 


X 


d*x d 1 y 

2F- X dr=°>. 

(P y d*z 

dt “ y ~dt t ~ ° • 

d % z d‘x 

dF ~ z 1F = °* 


Multipliant par dt la première de ces équations , intégrant 
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par parties et réduisant , on trouvera 


ydx — xd y 
de 


c 


( 130 ). 


Opérant de la même manière pour les autres équations 
multipliées par dt , on obtiendra ces résultats 


ydx — xdy — Cdt , 
zdy — ydz = Cdt , 
xdz. — zdx — Cdt. 


Multipliant chacune de ces équations par la variable qu’elle 
ne renferme pas et les ajoutant , il viendra 


o = ( Cz -f- Cx -|- C y ) dt , 

ou plutôt 

Cz -f- C'a: -{- C"^’ = o. 

Cette équation étant celle d’un plan qui passe par l’ori- 
gine , c’est-à-dire par le centre d’attraction , on voit que 
le mobile se meut dans une courbe plane. C’est pourquoi 
si l’on résout de nouveau le problème en plaçant la trajec- 
toire dans le plan des x, y , nous ne ferons pas usage de 
d % z 

l’équation Z = n i d* 3 * quantités Z et z qui sont 


nulles ; nous aurons seulement à intégrer l’équation (120) 
que nous écrirons ainsi 

ydx — xdy = Cdt, 


et l’on en déduira 

f(ydx — xdy) = Ct -f- C' (121). 

Pour déterminer cette intégrale , nous remarquerons que 
ydx étant l’élément d’une surface courbe , nous pourrons 
supposer que cette surface soit comprise entre les abscisses 
Fig. j$;. x = o et x =CP (fig. i 47 ) ’> alors l’expression fydx sera 
représentée par LCPM. Si nous retranchons de cette surface 
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du triangle , CPM , il nous restera 

secteur LCM =s aire LCPM — triangle CPM, 
ou 

secteur LCM = fydx — ^ ; 
différentiant et réduisant , on trouvera 

d. secteur LCM = 

intégrant de nouveau, on aura 

a secteurs LCM = / ( ydx — xdy ) ; 

par conséquent l’équation (îai) revient à celle-ci, 

a secteurs LCM = C t.i . . . .(tas). 

Nous supprimons la constante C', parce que nous pouvons 
supposer que le temps commence lorsque le mobile est 
en L, cas où le secteur est nul. 

Faisons C = aA , l’équation (îaa) deviendra 

secteur LCM = A / ■ 

ce qui nous apprend que lorsque le mobile * sollicité par 
une force qui l’attire vers un centre C , décrit la courbe LM, 
la surface du secteur LCM est proportionnelle au temps 
que le mobile emploie à parcourir la courbe. Cette pro- 
priété est connue sous le nom de principe des aires. 

aS 5 . La formule (117) est toujours intégrable lorsque 
les forces étant dirigées vers des centres fixes , sont des 
fonctions des distances du centre d’attraction du mobile à 
ces centres. 

Pour le démontrer, soit M(fig. 148) le centre d’attraction Fig. 148. 
d’un mobile qui serait attiré par des forces P, P', P", etc. 

il 
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vers les centres fixes C , C', C", etc. ; nommons 
. x , y , z les coordonnées du point M , 

a , b , c les coordonnées du centre C , 

a' , b' , c' les coordonnées du centre C, 

a b ", c" les coordonnées du centre C", 

etc. etc. 

p , p' , p", etc. les distances CM , C'M , C"M, etc.» 
«t , ff , y les angles formés par p avec les axes coordonnés, 
•t , y les angles formés par p' avec les axes coordonnés , 
a" , C", y" les angles formés par p " avec les axes coordonnés, 
etc. etc. 

La résultante de toutes les forces attractives aura pour 
composantes , suivant les axes coordonnés , 

X = P cos * -f- P' cos a -f- P" cos te" 4 * etc. 

Y = P cos S -f-P' cos C' -f- P* cos C 4- etc. > . . . . (ia 3 ). 

Z = P cos y 4 * P* cos y 4 “ P” cos y" 4 " etc. J 
La projection de la droite CM sur l’axe des x étant repré- 
Fig. 148. sentée dans la figure 148 par BD, nous avons 

BD = AB — AD ; 

et en observant que AB et AD ne sont autre chose que 
les coordonnées x et a des points M et C sur l’axe des x , 
et que BD étant la projection de MC sur ce même axe , 
a pour expression analytique p cos « ; on trouvera, en 
substituant ces valeurs dans l’équation précédente, 

p cos « = x — a ; 

ce que nous disons de la projection de MC sur l’un des 
axes pouvant s’appliquer aux autres , nous aurons , pour 
déterminer les angles <*, / 3 , y , les équations 
pcos* = x — a, pcoiSzxzy — b, pcosy=z — c. 
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T)e même les angles a , G', y', etc. , S", y", etc. seront 

donnés par les équations 

p'cos*' = x' — a, p'cos y — b, p'cos y =z z '— c , 
p " cos «* = x" — a , p"c os £"= _y" — b , p " cos y"= z" — c , 
etc. etc. etc. 

Par conséquent en éliminant ces angles , les équations 
(ia 3 ) deviendront 


X = p fcO + p, + P" + etc, 

Y _ P + P' + p» ÇfcQ + etc., 

z = P + P' + P" + etc. 

P P P 

Substituant ces valeurs dans la formule (1 17) , on obtiendra 
f(Xdx+Ydy+Zdz) 

=f*(rr dx+î: r'‘y + ‘-ÿ Sdz 
+ f 4—y y,- <*/+ ^yetc-oa#. 

Or les distances du point M aux centres C , C', C", etc. 
étant données par les équations 


) 


(æ — ay -f ( y — by -f (z — c)* = p\ 

O' - ay + ( y—by 4- (*'— O* = p' % , etc. , 

nous trouverons , après avoir dififérentié , 

— dy -f- - — dz = dp , 

P P J P 

^ 7 - dx'+£^- dy'+ dzf= dp', etc. 

P P P 

Substituant ces valeurs dans l'équation (124) , nous ob- 
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tiendrons 

f(Xdx+Ydy+Zdz)==f(Pdp+V'dp , +?“dp'+etc.).{ia 5 y,‘ 

et comme , par hypothèse ,P, P', P", etc. sont des fonc- 
tions dep, de p , de p", etc. , l’expression Vdp V'dp -f- etc. 
ne contiendra qu’une variable dans chacun de ses termes , 
et son intégration sera ramenée aux quadratures. 

Observons que les facteurs dp, dp', etc. pourraient être né- 
gatifs si quelques-unes des expressions x — a, y — b, z — c ; 
x' — a , y — b , etc. , devenaient a — x, b — y , c — z „ 
a — x’ , b — y' , etc. 

26 6. Pour donner une application de ce théorème , 
cherchons à déterminer la vitesse dans le mouvement d’un 
corps qui serait attiré vers un seul centre fixe par une 
force P qui agirait en raison inverse du carré de la dis- 
tance du centre d’attraction du mobile au point fixe. Plaçons 
l’axe des z sur la direction de cette force ; et pour qu’elle 
augmente en même temps que z , disposons les axes coor- 
Fig. 149. données comme dans la figure , nous aurons 

p — AC — AM = c — aj donc dp — — ~ dz. 


Nommons g l’effet de la force P à la distance r du point 
C, et P son effet à la distance p , nous aurons la proportion 


S 

d’où nous tirerons 



la valeur de dp étant négative , P dp devra être remplacée 
par — dp ; intégrant , nous réduirons l’équat. (ia5) à 

/ ( Xdx + Y dy. + Z dz) — SI’. 

P 

s . 

Substituant cette valeur dans la formule ( 116) , nous 


z 
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obtiendrons 

v* = C + 2 (126). 

P 

Pour déterminer la constante , nous supposerons que le mo- 
bile M commence à se mouvoir en un point dont la dis- 
tance p au centre C soit a : alors la vitesse sera nulle en ce 
point , et nous aurons 

o = C + 2 — ; 

a 

par conséquent l’équation (12S) deviendra 

•'“‘w'O'-ï) 

Si l’on prend a pour unité de distance , la valeur de o* ne 
diffère pas de celle que nous avons déterminée , art. 244* 
267. Pour première application des formules ( 1 14) , 
cherchons la trajectoire d’un point matériel qui se meut 
dans l’espace en vertu d’une impulsion unique. Dans ce 
cas , les forces accélératrices sont nulles ; ainsi nous 
avons 

X = o , Y = o, Z = o , 

et les équations (n4) se réduisent à 

d*z d“ y dx* 

dr ~ A* “ 0 * dF — 0 5 

< 

multipliant par dt , elles deviennent 

r d*z d* y d*x 

~dF~°’ ~dt °’ ~dt~°’ 

Les intégrales de ces équations seront 


dz 

dt 




.(127); 


Substituant ces valeurs dans l’équation ( u 5 ) , nous trou» 
serons 


v — [/a* -j- b* -+■ c® = constante; 


■* 
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donc en appelant A cette constante , 

dt ~ A> 

et par conséquent , 

s A t B j 

d’où il suit que le mouvement est uniforme. 

Ce mouvement s’effectue en ligne droite ; car les équations- 
(157) multipliées par dt étant intégrées , donnent 

* = et -f- c' , y = bt-i~ à' , x — at + a' ; 
éliminant t on trouve 

bc as . a'c — ac' 

-I 

c 


bz , b' c 

y = -+ — 


as „ a c — 

x = \- 

c c 


On reconnaît dans ces équations celles d’une ligne droite 
dans l’espace. 


CHAPITRE IX. 

/ * 

Du Mouvement des Projectiles dans le vide. 

n68. Soient Ax , A y et As les axes coordonnés , le 
mobile n’étant sollicité que par la pesanteur qui agit ver- 
ticalement j cette force sera négative , parce qu’elle tendra 
à diminuer les coordonnées verticales ; ainsi en la repré- 
sentant par — g, nous aurons 

Z — — g , X = o , Y = o. 

Ces valeurs étant mises dans les équations du mouvement 
(n4) , les changent en . 

d?z d?x <l % y 

df ~ 7 F ~° l dr ~ °* 

Multipliant ces deux dernières par dt et intégrant en- 

1 
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suite, on a 


dx 

Tt z=a ' 


î-*« 

multipliant encore par dt et intégrant , il vient 
x — at -f- a’ , y ~ bt -f- b' : 
éliminant t entre ces équations , on trouve 


bx , 
+ 


aV — a b 


Cette équation est celle d’une droite EC (fig. i 5 o) tracée Fig. 1S0. 
sur le plan des x , y ; par conséquent tous les pieds des 
ordonnées parallèles à l’axe des z, se trouvent sur cette 
ligne EC ; ce qui montre que la trajectoire ELÇ est une 
courbe plane. 

269. En résolvant de nouveau le problème dans cette 
dernière hypothèse , nous n’aurons besoin que de considé- 
rer deux coordonnées , l’une y verticale, et l’autre x ho- 
rizontale , et alors nous ne ferons usage que des équations 
d * y d^x 

di = -e> — °* 


Si on les multiplie par dt , on trouvera en intégrant » 
dx d y 

Tt ~ a> 7 t ~ 


gt b . . . .(128). 


Multipliant de nouveau par dt et intégrant, il viendra 
x = at+a', y = — i gt* + bt + b '.:. . .('129). 

Pour déterminer les constantes , nous supposerons que la 
temps soit compté à partir de l’origine ; alors nous au- 
rons à la fois 


x — o , y z= o et t = o ; 
cette hypothèse donne 

a' = o et b' = o , ; 
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ce qui réduit les équations (129) à 

x = at , y = ± gt* + bt. 

Mettant dans la seconde équation la valeur de t tirée 
la première , nous obtiendrons 



Pour déterminer a et b , les équations (128) nous montrent 
que ces constantes sont ce que deviennent la vitesse horizon» 
taie et la vitesse verticale du mobile , lorsque t = o. 
Nommons donc V la vitesse initiale , et * l’angle qu’elle 
fait avec l’axe des x , ses composantes seront 

*V cos « parallèlement à l'axe des x , 

Y sin * parallèlement à l’axe des y ; 

donc 

a = Y cos a , b = Y sin ». 

Substituant’ ces valeurs dans l’équation (i 3 o) , nous aurons 

y = *tang,_ig. ; (i 3 t). 

270. Il est facile de reconnaître dans cette courbe , une 
Fig- x 5 i. parabole qui partant de l’origine A (fig. i 5 i) , s’élève d’abord 
au-dessus de l’axe des x , et se prolonge ensuite au-dessous 
de cet axe ; car l’équation (i 3 i) étant de la forme 

y = mx — nx 3 , 

si nous faisons y — o pour avoir les points où la courbe 
rencontre l’axe des x , nous trouverons 

m 

x ~ o et x = — • 
n 

Or je dis que pour toute valeur de x moindre que ~ i 
l’ordonnée sera positive , tandis quelle sera négative pour 
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toute valeur qui surpassera En effet , multipliant par 
nx les deux termes de l’inégalité 


m 

x < ~ > 
71 


on trouvera ttr î <mx J ce qui est la condition nécessaire 
pour que y soit positif. On démontrerait de la même ma- 
nière que lorsqu’on a x > — , la valeur de y doit être 
négative. 


271 . Désignons par h la hauteur de laquelle le mobile 
devrait tomber pour acquérir la vitesse Y , nous aurons , 
article a36, 

V = \Zâgh (i32); 


au moyen de cette valeur, l’équation (i3i) devient 


y — x tang a. — 


4 A cos” 


.(i33). 


272 . On appelle amplitude , la distance de l’origine A 
au point B , où la courbe coupe l’axe des x. Pour la déter- 
miner , on fera donc y = o , et la valeur de x qui n’est 
pas nulle , sera l'amplitude. Ainsi en égalaht la valeur de 
y à zéro, l’équation (i33) nous donnera 


x — o ou x = tang « cos* * ; 

et en observant que le produit de la tangente par le cosinus 
est la même chose que le sinus , l’équation précédente 
reviendra à celle-ci 

x = /\h sin * cos «; 
par conséquent nous aurons 

amplitude = #1 sin « cos . . . . (i3/Q.' 

Si dans cette équation on remplace 2 sin « cos * par 
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sin a* (*) , l'équation précédente devient 


amplitude — 2 h sin au (i35). 

C’est d’après cette équation que Galilée , Flondel , Bélidor 
et d’autres auteurs ont construit des Tables de Balistique. 


273 . Lahauteur du jet est la plus grande ordonnée. Pour 
déterminer l’abscisse qui correspond à la hau'eur du jet , 
il faut , d’après la méthode des maxima et minima , éga- 
• dy 

1er la valeur de ^ à «zéro , ce qui donnera 


£v _ 

dx 


tang * 2 h cos“ « 


on tirera’ de cette équation 

t = a h cos* « tang «; 

et en observant que cos <* tang * équivaut à sin « , elle 
deviendra 

x = ah cos * sin * ; 

par conséquent l’abscisse de la hauteur du jet est la moitié 
de l’amplitude. 

Si l’on remplace x par ah cos * sin « dans l’équation 
(i33) , on trouvera 

y = h sin* « pour la hauteur du jet. 

274 . H existe touiours deux angles sous lesquels le pro- 
jectile lancé dans le vide , donne la même amplitude. En 
effet , soit m l'angle complément de « , l’équation ( i34 ) 
donne pour l’amplitude , 

4A sin u cos te = 4h sin * sin 


(*) On peut remarquer que si l’on fait A = a dans la formule 
, sin ( ariri ) = sin a cos b •+■ sin h cos a , 


il Tient 


sm la = a sin a cos a. 
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Mais si le projectile est lancé sous l’angle *' au lieu de l’ètre 
sous l’angle », l’amplitude sera 

4A sin »' cos » — 4 h sin » sin ». 

L’identité de ces expressions que nous venons dé trouver 
pour les amplitudes des angles » et » , nous montre que 
dans le vide , les angles complémens l’un de l’autre ont 
la même amplitude. 

275. On peut résoudre, aussi ce problème : Déterminer 
entre tous les angles sous lesquels on peut tirer un canon , 
quel est celui auquel correspond la plus grande amplitude. 
Pour cela , il suffit de remarquer que l’amplitude étant 
représentée par 2/1 sin a», le maximum' de cette expression 
aura lieu pour le sinus de l’angle droit; alors 2*= 100 ; 
d’où il suit que dans le vide , l’inclinaison de 5 o° ( division 
décimale), est celle qui répond à la plus grande am- 
plitude. 

Cette hypothèse de a» — \ 00 nous donne sin 9.» = 1 ; 
par conséquent l’expression de l’amplitude se réduit alors à 
ah ; ce qui nous apprend que pour l’angle de 5 o°, l’am- 
plitude est égale au double de la hauteur due à la vitesse 
initiale. 

Soit P cette amplitude , nous aurons 
h = i P (i 36 ). 

Pour déterminer le coefficient h , on tirera le canon sous 
un angle de 5 o°; et ayant mesuré l’amplitude, nous la 
nommerons P ; alors , d’après ce qui précède, h sera donné 
par l’équation (1 36 ). C’est ce coefficient h qui mesurera la 
force de la poudre , puisque de l’intensité de cette force dé- 
pendra l’étendue de P. 

276. Lorsque h sera déterminé par cette expérience , 
ou plus exactement par un résultat moyen entre plusieurs 
expériences, on mettra la valeur de h dans l’équation (t 33 ). 
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ce qui la changera en 


y = x tang * 


x 1 . 
2P cos?«* 


Si nous appelons F l’amplitude qui correspond à l’angle 
l’équation (i 35 ) deviendra 

F = ah -sia 2*' C 1 ^), , 

ou plutôt , en mettant la valeur de h , donnée par l’équa- 
tion (i 36 ) , 

P' =s P sin a» . 

Cette équation nous fera connaître l’amplitude F qui a 
lieu pour un angle donné « , lorsque la plus grande am- 
plitude P sera connue. 

En général on peut déterminer l’amplitude P' qui se 
rapporte à un angle a', en mesurant l’amplitude P* qui 
a lieu sous un angle «" ; car puisqu’on a 

P' = P sin a» , P" = P sin 2«*j 
en divisant ce 3 valeurs l’une par l’autre , on trouvera 
P' sin a* 

P 1 ' sin a«" ’ 

par conséquent si l’on a mesuré l’amplitude P" sous un 
angle on connaîtra, au moyen de l’équation précé- 
dente , l’ampfitude P' qui se rapporte à un angle donné <*'. 

277. La valeur de h ( équa. i 36 ) étant substituée dans 
l’équation (i 3 a), nous trouverons pour la vitesse initiale 

V = t/P£ = t/P X 9 m ,8o9. 

Par exemple , si l’amplitude sous l’angle de 5 o° était de 
108 mètres, on trouverait 

y = \/ 108 X 9 m ,8og = \/ iob^ n ,bya — 32 m ,55 environ. 

278. Si au contraire on donnait la vitesse initiale ainsi 
que l’angle de projection, on pourrait trouver l’amplitude ; 


0 
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par exemple , si la vitesse initiale était de 200 mètres par 
seconde et l’angle de 3o°, on déterminerait d’abord h 
par la formule suivante tirée de l’équation (i3a). 


^ V 9 200 9 

~ ag~ 2(9-", 809) 


4oooo 


2038,94. 


19,618 

Appelons P' l’amplitude cherchée, l’équation (137) donnerait 
P' = 2 X 2038”, 94 X sin 6o°. 


\ 


279. Le problème du jet des bombes peut s’énoncer 
ainsi : Connaissant la force de la poudre, ainsi que les coor- 
données a/ = AB (fig. i 52) et y = BC d’un point C sur Fig. i5a. 
lequel on veut lancer le projectile , déterminer l’angle de 
projection qu’il faut donner au projectile pour qu’il atteigne 
le but. La force de la poudre étant donnée par la vitesse 
initiale du projectile , en une seconde de temps , suppo- 
sons que cette vitesse soit- de 600 mètres par seconde , 
en faisant donc V = 600 dans l’équation (i 32), nous avons 


6 oo m = {/ zgh = \/ zh X 9, 80g. 


Cette équation nous fera connaître h. Cela posé , x' et y' 
devant satisfaire à l’équation (i33) , nous aurons , en met- 
tant ces valeurs à la place de x et de y , 


y' — x' tang « — 


4/1 cos’ 


(i38). 


Tout étant connu dans cette équation , hors l’angle a , nous 
ferons tang « = z , et nous aurons 


cos « 


séc. « \/ 1 -f- tang 9 * V/i-H* 

Substituant ces valeurs dans l’équation (i38) , on trouvera 


y' = x'z — ( 1 + a 9 ) (i3g). 


Cette équation étant résolue par rapport à z , nous don- 
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nera pour 2 les valeurs qui doivent déterminer les deux 
angles de projection sous lesquels le projectile doit être 
lancé pour atteindre le point C : on choisira le plus grand 
de ces angles lorsqu’il s’agira d’écraser un objet. 

Au lieu de CB , on peut donner l’angle CAB , soüs lequel 
est vu CB. Soit <p cet angle , on a 

CB = x' tang <p = y ; 

cette valeur de y étant substituée dans l’éqnation (i 3 g) , 
x' deviept facteur commun , et l’on a , en le supprimant , 

tang ç =: 2 — (î +z') t 
équation qui donne 

2 


CHAPITRE X. 

Des Projectiles dans un milieu résistant. 

380. La théorie des projectiles qui sont lancés dans le 
vide, est loin de s’accorder avec l’expérience, surtout lorsque 
la vitesse est très-grande • car la résistance de l’air ralentit 
continuellement le mouvement du projectile. Nommons R 
cette résistance ; si , comme dans l’art. 347 , nous suppo- 
sons qu’elle soit proportionnelle au carré de la vitesse , 
nous aurons 

R = mv*: 

R devant être contraire au mouvement du projectile , agira 
suivant l’élément de la trajectoire , mais dans un sens op- 
posé à celui de la vitesse ; par conséquent R fera , avec 
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les axes coordonnés , les mêmes angles que l’élément ds 
forme avec ces axes. Ainsi, en supposant que a, fi, y 
soient les angles que ds forme avec les axes coordonnés , 
les composantes de R seront 

R cos « , R cos ff , R cos y. 


Pour déterminer ces angles , représentons par mm' (Gg. i53) Fig. i53. 
l’élément ds de la trajectoire ; la projection de cet élément 
sur l’axe des z sera égale à rn'n. Or le triangle m'mn nous 
donne la proportion 


ou 


donc 


1 î cos mm'n “ mm ' m'n , 

1 ; cos y :: ds i dz-, 


cos y = 


dz 

ds 


par conséquent la composante de R suivant l’axe des z , 
aura pour valeur absolue 



Nous affecterons cette composante du signe négatif ; parce 
que lorsque le projectile vient de m en m', la force R agit 
de ml en m , et tend à diminuer les coordonnées du mobile , 
ce qui rend chaque composante de R négative. 

281. Une même démonstration pouvant s’appliquer aux 
autres composantes de R , nous aurons 


dx 


— R pour la composante de R suivant l’axe des x , 

dy 

— R pour la composante de R suivant l’axe des y. 
Ainsi les équations du problème seront 


/ 
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d a x _ Æc . ' ! 

3? ds * 

dt 1 df" 

d‘z _ _ ~ ^ 

df a ® ds " 

En divisant les deux premières équations l’une par l’autre, 
on éliminera dt * , ce qui donnera 

d'y dy 

d“x 2x * 

d’où l’on tirera 

(l4 ° ); *’ 

et en intégrant par logarithmes , 

log dy = log de + log a = log adx. 

Passant aux nombres, 

dy — odr (*) ; 

(♦) Veicî une manière pin» régulière de parvenir au même résultat* 
L’équation (i4o) réduite an même dénominateur, nous donne 


on plutôt 


dxd*y — dytbx 

dxdjr ° ’ 

dxd'r — dyd’x 
. — -ÿ = O. 

Celte équation peut ae mettre »ous la forme 


d. 


d JL 

dx 


•dy 

dx 


intégrant on trouve 


,og Tx ~ 108 a ’ 


passant aux nombres , on a 
dy 

dx ~ 


donc dy — adx. 
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intégrant de nouveau on trouve 

y = ax -j - b ; 

donc la projection de la trajectoire sur le plan des x, y 
étant une ligne droite , cette trajectoire est dans un plan 
vertical. 


282. Si nou3 mettons de nouveau le problème en équa- 
tion avec cette condition de plus , que la courbe soit plane, 
nous n’aurons besoin que d’employer les équations suivantes. 



ou, en mettant la valeur de R, 


d l x 

IF 


. dx d 1 y . dy 

ds dt 6 ds 


Nous pourrons éliminer l’une des variables en remplaçant 
v 1 par sa valeur donnée par l’équation 

, _ ** 

V ~~ dp • 

et nous aurons 


d*x 

~dF 


ds 2 dx 
dt* ds ' 


• 040 » 


g.. .04a). 


(,*) Nous avons dit que la résistance de l’air diminuait les coordonnées 
de la courbe , parce que nous supposions que le mobile. M était dans la 
branche ascendante. S’il était dans la branche descendante , la résistance 
de l’air agissant dans le sens de M" en M \fig- i53, tendrait h diminuer 

dy 

x et 1> augmenter^. Il semble donc que R -J- devrait changer de signe , 
mais comme dy devient négatif dans cette brandie , la composante 
verticale sera encore représentée par — R — • 

îa 
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283. La première de ces équations étant multipliée 
par dt donne 

d*x , dx ds 

~dt = “ ÆT Si* 


ou 


tPx , dx 

-v- = — mds y- : 
dt dt 


= — mds , 


on tire de cette équation , 

d \ r 

11 

dv 

• ~dt 

et en intégrant on obtient 

log % = - ms + C. 

284 . Soient A le nombre dont C est le logarithme, et 
e la base du système Neperien , nous avons 

C = log A et log e = 1 ; 

par Conséquent , nous pourrons changer l’équation précé- 
dente en celle-ci , 

l°g = *— log e -f log A ; 

cette équation revient à 
dx 

log = log e - ™ •+■ log A = log Ae _m ' ; 


passant aux nombres , on a 
dv 

— = Ae '. 
dt 

285. Pour déterminer la constante A , soit V la vitesse 
initiale , et * l’angle quelle fait avec l’axe des x. La com- 


.043). 
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posante de V suivant cet axe sera V cos ». Or , quand 
doc 

s = o , -jj-£ exprime la composante de la vitesse initiale 

dans le sens des x. Ainsi , dans ce cas , l’équation précé- 
dente se réduit à 

V cos» * = Ae° — A. 

Mettant cette valeur dans l’équation 043 ) > on a 

dx _ r . , 

= Y cos »e m ‘ 044 ). ' 

286. Cette équation contenant trois variables , nous ne 
chercherons pas à l’intégrer ; mais nous la conserverons 
pour éliminer le temps , lorsque nous aurons trouvé une 
autre relation entre ces variables. Pour y parvenir, nous 
observerons que nous n’avons encore fait usage que de 
l’équation (i 40 > a ’ ns ‘ ^ noU3 reste d’employer 

l’équation (142), et de la combiner avec l’équation (1 40* 
Pour cet effet , on peut mettre ces équations sous la forme 



et l’on voit que pour éliminer ds il suffit de les diviser 
l’une par l’autre. En opérant ainsi , l’on obtiendra 

x + ±l 
d y ® _ df* 

dx d\ v 

dF 

J 

Ce#e équation nous donne 

dy d*x d* y > 

h dx dt * dt* ’ 

réduisant au même dénominateur et multipliant par dt % , 

13 .. 
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on obtiendra 

dy&x — dxd'y . 

e dt = — ai — z - ( ' 45) ‘ 

Le second membre de cette équation étant divisé par —dx, 

dy 

devient la différentielle de ; par conséquent on peut 
écrire ainsi l’équation (i 45 ) , 

g dt ' = ~ dxd (jf) (*). ( 

Faisant pour simplifier , ^ = p , il viendra 

gdt* = — dxdp (146). 

Eliminant dt* au moyen de l’équation (î 44 ) » on trouvera 

g — — V a cos ( 1 47) • 

287. Cette équation contient encore trois variables ; mais 

(*) Je parviens encore au meme résultat de la manière suivante. 
Représentons l'équation ( 148 ) par ds — dxP , et mettons cette valeur 

dy 

de ds dans les équations (l 4 >) et (> 4 2 / » el remplaçant -j- par p , 
nous obtiendrons 

d'x Ut' _ d'y Ut' 

dl ' dt ' dl' 0 dp r 

Pour éliminer le» derniers termes de ces équations, nous multiplierons 
la première par p , et la retranchant de l’autre , nous trouverons 

d'y — pd'r _ 


dt' 


= — g-, 


d'y — Jx J ’ X ~ ~ SJl ‘ » 


réduisant au même dénominateur on a 


dxd'y - dyd'x __ 

dx a ’ 

dld (Ê) 
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è ' élément de la courbe nous fournit entre les mêmes va- 
riables , la relation ds = \/ dx 2 -j- dy * ou, en mettant pour 
dy sa valeur pdx. 

ds = dx \/ 1 4- p* (148) ; 

par conséquent en éliminant dx entre cette équation et 
l’équation 047 ) j nous obtiendrons 
/ ge 2m ‘ds 

d P vA+p 1 = - 049 )- 

Intégrant cette équation [7] , on trouve 

IpV'^+F+Ï log (P+ ST+P ) = C- 5 o). 

/ 

Faisant C = 5 A , et supprimait le diviseur commun 2 , 
on a enfin 


P V l +p a 4 - log (p+V / i 4 -p ï )=A 


— a 


m'V a c os *<« 


— .. ..(i5i). 


Pour déterminer la constante A , nous remarquerons que la 
valeur de p est la tangente trigonométrique de l’angle 

que l’élément de la courbe fait avec l’axe des x. Si nous ap- 
pelons * cet angle à l’origine qu’on suppose placée au point 
A , fig. i 53 , où se trouve le projectile lorsque t est nul , 
nous aurons en même temps 

x = o , y — o , s = o et p = tang a. 

Substituant ces valeurs de s et de p dans l’équation pré- 
cédente, on trouvera 

A = tang * \/ 1 4 - tang “<* 

-f- log (tang « + / 1 + tang»«) + 

on regardera donc la constante de l’équation ( 1 5 1 ) comme 
une quantité connue. 

288. Si l’on élimine e 2mi entre l’équation (1 5 i) et celle 
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que nous avons marquée par le n° 147, on obtiendra * 

dp ___ 


dx ~ ■ 


.(i5a). 


m[_p V / .i+P 1 +log(p + V 1 +/>’)— A] 

Multipliant cette équation terme à terme par celle-ci , 

on trouvera 

pdp 


dy = - 


■ (>53). 


mlpi/ 1+pM-logOH- V 1+p 3 ) — A] 

289. Pour déterminer le temps , l'équation (146) donne 
dt . _ _ d pdx 

S 

Mettant dans cette équation la valeur de dx , on a 
— d P* 


de— 


- — (i 54 ) , 


mg [p V >+P“+log(p-f V/ 1 +P E )— A] 
ou , en changeant les signes du numérateur et du déno- 
minateur , 

de __ dp » 

mg 1 —pV r-fP*— logCp+V^ i+P^+A] 

Passant à la racine carrée , le second membre de cette 
équation devra en général être affecté du double signe ; mais 
dans notre cas , nous choisirons le signe négatif , parce qu’on 
sait que toute équation entre deux variables t et p pouvant 
être considérée comme celle d’une courbe dont t serait 
l’abscisse et p l’ordonnée ; si en même temps que t aug- 
mente , p diminue , on doit avoir dt et dp de signes con- 
traires (*). Or , dans le cas présent , il est évident qu’à 

(*) Voici de quelle manière je le démontré: soit t—fp , si p di- 
minue de h , t devient t' —f ( p — h ) ; développant par la formule de 
Taylor, on trouve 

, dn , , d'p h * fPp 

t' — t = — -L . h + -g- . -f. -f- etc. 

de dt * 1.2 dO 1.2.3 

Par hypotlèsc t s’accroissant quand p diminue , t' — t est une quantité 
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mesure que le temps t augmente , p qui est la tangente tri- 
gonométrique de l’angle formé par l’élément de la courbe 
avec la parallèle à Vaxe des x , diminue dans la branche 
ascendante , qui est celle que nous considérons ; donc 

dt=— — . - - - .fi55b 

1 V mgC—p\/ î-J-p’— log(p-HV/ i+P’)+A] 

290 . Il nous sera aussi facile de trouver l’expression 
de la vitesse en fonction de p ; car la vitesse nous étant 
donnée par l’équation 

ds \/ dx ./ 1 

en remplaçant dx et dt par leurs valeurs , on trouvera 

v/ïxv/r+T- 

v = - s-T ■ 

p v/i4-p“ — iog(p+ i/i+p‘) + a 

291 . On peut aussi exprimer l’arc s en fonction de p : 
en effet, l’équation (i5i) nous donne 

e™== my ™ S - [A— p [/i+p* — log(p+ l/i-f/J 1 )]. 

O 

Prenant les logarithmes , changeant l’exposant de e en 
coefficient , et remplaçant log e par l’unité , on obtiendra 

lo g ÇLüL^H — [A — p l/i-j-p* — logO-f-l/i -fp 1 ]) 

s = — . . 

2/71 


. 

positive; il en estde même de — — . h 4- etc. Or en prenant h assez pe- 
tit pour que le premier terme du développement de t’—t décide du signe 
de ce développement , il faut que — h soit un nombre positif , ce qui 

ne peut être i moins que — ne représente une quantité négative , car le 

facteur h est essentiellement positif. Donc dp et dt sont de signes con- 
traires. 


t 
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293. Pour avoir l'équation de la trajectoire , il faudrait 
intégrer les équations (i 5 s) et (1 53 ) ; on n’y a pu réussir 
jusqu’à présent , du moins sans recouvrir aux séries. Cela 
n’empêche pas qu’onne puisse construire approximativement 
la trajectoire par points au moyen des équations (i 52 ) et 
( 1 53 ). Pour parvenir à ce but, nous les mettronssous la forme 

dx = çp.dp (i 5 S) , 

dy — irp.dp (167). 


En ne considérant d’abord que la première", elle donne 
• dx 

dï = *P> 

dx 

et nous voyons que ^ n’est autre chose que la tangente 

trigonométrique d’une courbe dont p serait l’abscisse, et 
x l’ordonnée. C’est cette courbe que nous allons d’abord 
chercher à construire , parce que nous nous en servirons 
ensuite pour déterminer les différons points de la trajectoire. 
Nous la distinguerons de celle-ci en la nommant courbe 
auxiliaire. 

Ayant donc mené deux axes rectangulaires A p et A.r 
Fig. i 54 - ( fig. j 54 ), on portera de A en B une droite AB= tang* , 
et le point B appartiendra à la courbe auxiliaire , puisque 
(art. 387) l’ordonnée x =3 o correspond à l’abscisse p— tang«. 
Si l’on partage ensuite AB en parties égales BB', B'B", 
B"B", etc. , et qu’on représente l’une de ces parties par 
dp, il sera facile de construire approximativement les pointa 
M', M", M", etc. de la courbe auxiliaire qui correspondent 
aux points B', B", B", etc. En effet , si l’on suppose que les 
points B, B', B", etc. soient très-rapprochés , on pourra 
regarderies arcs de courbe M'B, M"M', M*M", etc. comme 
se confondant avec les tangentes M'B , M"M', M“M" qui 
seraient menées aux points M', M", M”, etc. Cela suffit 
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pour pouvoir calculer les ordonnées M'B', M"B", M*B", etc. 
En effet, la tangente trigonométrique de l’angle formé par 
l’élément de la courbe avec la parallèle à l’axe des p , étant 

en général ^ , sa valeur nous sera toujours donnée par 

l’équation ( 1 56) , dès que nous aurons fixé la Valeur de 
l’abscisse p. Ainsi lorsqu’on veut avoir la tangente trigo- 
nométrique de l’angle M'B p', formé par la tangente en M' 
avec l’axe des abscisses , comme l’abscisse du point M' est 
AB' = AB — BB' = tang a — dp , il faudra changer p en 

doc 

tang « — dp dans la valeur çp de donnée par l’équation 

(i56), et ^ deviendra 

dp 

tang M'B p — <p (tang « — dp) ; 

donc 

tang M'BB' = — <p (tang « — dp). 

Cela posé , l’ordonnée M'B' ayant pour expression 
BB' X tang M'BB', nous aurons 

M'B' = BB' X tang M'BB', 
ou • . 

M'B' = dp X — ? (tang « — dp). 


Ainsi on construira le point M' de la courbe auxiliaire BG 
au moyen des coordonnées 
« 

AB' = tang « — dp , 
et 

’ B'M' = dp X — 9 ( tang a — dp). 

Pour déterminer un troisième point M", on prendra 
AB" = tang <c — a dp -, et par le même raisonnement , on 
prouvera que la tangente trigonométrique de l’angle M"M'0 
a pour expression — <p ( tang « — a dp ) , et que par consé- 
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M"0 = dp X — <P ( tang * — idp ) ; 
mettant cette valeur et celle de M'B' dans l’équation 
M"B" = M'B' + M"0, 

on trouvera 

M"B" = — dp.f (tang u — dp) — dp q> (tang « — idp ). 

Pour calculer l’ordonnée M"B* qui correspond â l’abscisse 
AB’ r = tang « — 3 dp , il suffira d’ajouter à la valeur de 
M"B" celle de M*0' qui , d’après ce qui précédé, équivaut 
à — dp.ç ( tang * — 3 dp ) , et l’on aura 

B'"M W = — dp.ç (tang « — dp) — dp. p ( tang « — a dp ) 

— cfy>.p(tang « — 3 dp). 

C'est ainsi qu’on déterminera une suite de points qui ap- 
partiendront à la courbe auxiliaire dont les coordonnées 
sont p et x. Conduisant par ces points clés lignes droites , 
on formera un polygone BM'M‘'M‘* ) etc. qui s’approchera 
d’autant plus de la courbe , que dp aura moins d’étendue. 

En opérant de la même manière à l’égard de l’équation 
dy = ^p.dp , on construira une seconde courbe auxiliaire 
BD , dans laquelle les Coordonnées seront p et y. Les coor- 
données , telles que mb et Ib qui , dans ces deux courbes 
auxiliaires , appartiennent à une même abscisse p , seront 
les coordonnées de la trajectoire. De sorte qu’en prenant 
pour abscisses de la trajectoire les coordonnées B'M', È"M", 
B*M", etc. de la première courbe, les ordonnées de la 
trajectoire seront B'L', B"L", B^L", etc. 


t 

i 
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CHAPITRE XI. 


Des forces et des différentes manières de les 
mesurer. 


293. JA OUS avons vu , art. 226, que deux forces F et F' 
appliquées à un même mobile , étaient entr’ elles comme 
les vitesses qu’ elles communiquent à ce mobile. Considé- 
rons maintenant ces forces lorsqu’elles sont appliquées à 
des masses différentes, et supposons d’abord que deux forces 
égales et directement opposées , agissent sur deux masses M 
et M', égales et sphériques ; elles communiqueront à ces 
masses deux vitesses V et Y qui seront égales. M et M', en se 
rencontrant, se presseront mutuellement, et se mettront en 
équilibre, parce que tout est égal de part et d’autre. Mais si l’on 
avait M= tiM' et que Y' surpassât V,on regarderait M comme 
composé des masses m, m", égales chacune à M'. 

11 est certain qu’en vertu de la liaison mutuelle des partiesqui 
composent les solides , l’une de ces masses ne pourrait se 
mouvoir sans entraîner les autres ; de sorte que si le mobile 
M devait parcourir, par exemple , trois mètres par seconde , 
chacune des masses m', m", m *, etc. parcourrait aussi trois 
mètres par seconde , ce qui revient à dire que si Y est la 
vitesse de M , les masses m', m", m", etc. auront chacune la 
même vitesse V. Or si m.', animé de la vitesse V, vient cho- 
quer la masse M' qui, par hypothèse , lui est égale, elle 
détruira dans V' une vitesse égale à Y j et si dans le même 
temps m", agissant par l’intermédiaire des autres masses , 
choque aussi M', elle détruira encore une partie V de V', et 
ainsi de suite pour les autres masses. De sorte que toutes ces 
masses réunies détruiront spontanément dans Y, une vitesse 
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égale à nV ; et en supposant que la vitesse Y' soit alors 
épuisée , il y aura équilibre : il faudra donc que, dans ce 
cas , on ait Y' = nV. Eliminant n entre cette équation et 
l’équation M — nM', on obtiendra la proportion 

m : M' :: v' : V, 


qui nous apprend que lorsqu’une masse M contient n fois 
la matière d’une autre , ces masses doivent être en raison 
inverse de leurs vitesses , pour qu’elles puissent se faire 
équilibre. 

2 g 4 - Cette proposition a encore lieu lorsque M ne ren- 
ferme pas M' un nombre juste de fois t c’est ce qu’il serait 
facile de démontrer £8] par la considération des infiniment 
petits , ou par la méthode des limites. 

ag 5 . Il suit de ce qui précède , que puisque les vitesses 
de deux corps sont en raison inverse des nombres de par- 
ticules matérielles qu’ils contiennent, il faut, lorsque ces 
corps sont de mêmes volumes et de densités différentes, que 
leurs vitesses soient en raison inverse de leurs densités. 


296. Supposons maintenant que la force F qui imprime 
à la masse M la vitesse V , agisse sur une masse qui soit 
M fois plus petite , et qui par conséquent pourra être re- 


présentée par jÿj = 1 > cette f° rce communiquera à la 

masse 1 , une vitesse qui vaudra M fois celle que F commu- 
niquerait à M ; cette vitesse sera donc exprimée par MV. 
Par la même raison , la force F' qui communique à M' 


M' 

la vitesse Y', communiquera à la niasse = 1 , 


une 


vitesse M'Y'. 


Les vitesses MV et M'V' étant celles qui sont commu- 
niquées par les forces F et F' à une même masse 1 , iF 
suit du principe des vitesses proportionnelles aux forces 
( art. 226) , que l’on a 
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F : F' :: mv : M'v'. 

Les expressions MV et M'V' sont ce qu’on appelle les quan- 
tités de mouvement communiquées par les forces F et F' aux 
mobiles M et M'. 

297. L’unité de force étant arbitraire , nous pouvons la 
représenter par la quantité de mouvement qu’elle commu- 
nique au mobile. Ainsi en supposant que F' soit cette unité 
de force , nous remplacerons F par M'V' dans la proportion 
précédente , et nous en conclurons 

F = MV. 

ag8. Si nous considérons la force <p qui agit instantané- 
ment , nous avons vu , art. 226 , que cette force était re- 
présentée par la vitesse qu’elle communiquerait au mobile 
dans l’unité de temps, si le mouvement devenait tout à 
coup uniformément accéléré ; nous aurons donc , en met- 
tant pour V sa valeur <p , 

, . F = M<p. 

Cette équation nous apprend encore que <p est la force 
qui agirait sur l’unité de Hiasse; car si l’on fait M=i , 
on a 

F = tp, 

<p étant la force accélératrice, F est celle qu’on appelle la 
force motrice. 

29g. Nous avons vu , art. 12g , qu’en nommant g la 
force de la pesanteur , P le poids du corps , et M • sa 
masse , on avait 

p = Mff ; 

si entre cette équation et la précédente , on élimine M , 
on trouvera 



igo DYNAMIQUE. 

de aorte que lorsque la force accélératrice ç est celle de 
la pesanteur , = g et l’équation précédente se réduit à 

F = P. 

Dans ce cas , la force accélératrice est donc éyaluée par 
le poids du corps sur lequel elle agit. 

3 oo. Il y eut autrefois entre les géomètres une dis- 
pute célèbre sur la mesure des forces. Cette dispute , 
comme beaucoup d’autres, provenait de ce qu'on ne s’en- 
tendait pas sur la définition des mots. ( 

Une force ne nous étant connue que par ses effets , peut 
être mesurée de différentes manières , suivant l’usage à la- 
quelle on veut l’approprier. Par exemple , si l’on se pro- 
pose de déterminer le fardeau qu’un homme peut soutenir 
instantanément , il est évident que la force de cet homme 
sera proportionnelle au poids qu’il sera capable de soutenir , 
et par conséquent pourra être représentée par ce poids ; 
mais si l'on veut mesurer la force de cet homme par le 
travail qu’il peut exécuter dans un temps donné , on aura 
une autre manière d’évaluer s% force , et qui sera entière- 
ment différente de l’autre ; car on sent qu’un homme plus 
faible pourrait , avec plus d’aptitude à soutenir une longue 
fatigue , donner dans son travail un plus grand résultat , 
et sous c\ point de vue , être considéré comme animé d’une 
plus grande force que l’autre. Dans cette seconde manière 
de considérer la force d’un homme, nous la regarderons 
comme proportionnelle au poids qu’il soulève , et à la 
hauteur à laquelle il l’aura élevé dans un temps donné , 
bien entendu qu’on ne suppose pas que l’efforl varie à 
raison de la hauteur, parce que dans le fond, cette hauteur 
ne représente ici que le nombre de fois qu’un certain travail 
est répété. Ainsi en supposant que deux hommes élèvent dans 
une journée de travail le même poids , l’un à 600 mètres 
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de haut , et l’autre à aoo mètres , dans cette manière d’es- 
timer la force , nous regarderons l’un de ces hommes comme 
ayant trois fois autant de force que l’autre. Il suit encore 
de là que si dans la même journée de travail , deux 
hommes élevaient, le premier ao kilogrammes à aoo mètres, 
et le second 10 kilogrammes à 4°° mètres , on les regar- 
derait, dans la présente hypothèse , comme ayant des forces 
égales , quoique réellement les forces intrinsèques de ces 
hommes puissent être très-différentes ; mais nous ne les 
considérons ici que sous le rapport du travail produit. 

C’est de cette manière que Descartes estime la force 
d’un homme ou de tout autre moteur. La dispute qui le 
divisait d’opinion avec d’autres géomètres , ne roulait que 
sur la définition du mot force. Il prétendait qu’une force 
devait s’évaluer par le produit de la masse , par le carré 
de la vitesse. Nous allons voir comment, lorsque l'on con- 
sidère lès corps en mouvement , la définition de Descartes , 

du mot force , peut conduire à cette conséquence. 

« 

Soit P le poids soulevé, et h la hauteur à laquelle il * 
doit être élevé dans un temps donné , la force , dans 
l’hypothèse de Descartes sera donc mesurée par le produit 

# P X A. 

On peut , dans cette expression , remplacer P par sa valeur 
M g , art. 129 , et l’on aura 

Th — Mgh ; 

multipliant par 2, il viendra 

sP h = M X %gh ; 

observant que le carré de la vitesse v due à la hauteur h , 
a pour expression agh , art. a 36 , on peut remplacer 
2 gh par ce qui donne 

aPft = Mv\ 
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Ayant défini le mot de force autrement que Deseartes ; 
nous ne dirons pas comme lui , que est la mesure 
d’une force , parce que nous avons vu , art. 297 , qu’une 
force devait être représentée par la quantité de mouvement 
Mi/ quelle produit. Ainsi, pour éviter toute équivoque , 
nous emploierons une nouvelle dénomination en donnant , 
suivant l’usage , le nom de force vive , au produit Mv' de 
la masse par le carré de la vitesse. 

Les forces vives peuvent être d’une grande utilité , lors- 
qu’il s’agit de mesurer l’effet ou la dépense d’une machine. 
S’agit-il , par exemple , de disposer d’une chute d’eau , de 
faire mouvoir un chariot sur un terrain donné , de compri- 
mer une masse d’air , de faire sortir d’une mine une çer- 
taine quantité de combustibles , etc. Dans tous ces cas , on 
peut ramener l’effet de la force motrice au produit d’un 
certain poids , par une longueur donnée ; par conséquent 
à une expression de la forme PA dont le double , comme 
nous venons de le démontrer-, revient au produit Mu*. 


CHAPITRE XII. 

sr 

Du choc direct des Corps. 

« 

3 oi. Nous diviserons les corp3 en corps durs et en corps 
élastiques : un corps dur est celui qui , après le choc , ne 
change pas de figure ; un corps élastique est celui qui , 
étant compressible , reprend après le choc sa figure pri- 
mitive en vertu d’une force qui réside dans ce corps . 

Tous les corps participent plus ou moins de ces deux 
états que nous regarderons comme des limites entre les- 
quelles ces corps sont placés. 
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Du choc des Corps durs . 

302. Soient M et M' ( fig. i55) deux corps durs sphé-Fig. i55, 
riques qui se meuvent dans le sens de A vers C. Si M 

va plus vite que M', il l’atteindra , et alors les mobiles se 
comprimeront réciproquement, jusqu’à ce qu’ils soient ani- 
més d’une vitesse commune. 

Nommons F et F' les forces qui ont Communiqué aux mo- 
biles M etM', les vitesses V etV'. Comme ces forces peuvent 
être représentées par les quantités de mouvement qu’elle* 
impriment aux mobiles , art. 297 , nous aurons 

F = MV , F' = M'Y' : . 

or d’après le principe de la composition des forces , celles 
qui suivent la même direction devant s’ajouter lorsqu’elles 
agissent dans le même sens , nous écrirons 

F + F = MV + M'Y'. 

Nous avons une autre expression de F -f- F' ; car soit 
v la vitesse commune de ces corps après le choc; on peut 
regarder M M' comme un seul corps qui , en vertu de 
la force F -f- F', a acquis la vitesse v. Nous aurons donc 
encore 

F + F' = (M-f M') v. 

De ces équations nous tirerons 

(M + M') v = MV + M'Y' ; 

d’où nous conclurons 

MV+M'V'. 
v — M + M' ‘ 

303. Lorsque les corps vont à la rencontre l’un de l’autre, 

Y' est négatif, et l’on a 

_ MV — M'Y' 

** ^ M + M' * 

i3 


N 
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Si le corps IVf était en repos lorsque M vient le choquer , 
V' serait nul,. et les formules précédentes se réduiraient à 

_ MV 
V M -f- M" 

Du choc des Corps élastiques * 

5o4- Examinons d’abord les circonstances du phénomène 
de l’élasticité dans un corps sphérique , qui , sollicité par une 
Fig. i56. force perpendiculaire au plan inébranlable AB (fig. i56) , 
serait lancé sur ce plan. Dès l’instant que le corps atteindra 
le plan AB, le diamètre ED, par la force de la compres- 
sion , se raccbuixira et le point D se rapprochera du centre 
C , tandis que les- sections perpendiculaires à ED s’enfle- 
ront. Le point D s’arrêtera dans ce mouvement, lorsque 
la vitesse du corps sera totalement épuisée ■, alors en vertu 
de l’élasticité , cette vitesse renaîtra successivement en sens 
contraire , jusqu’à ce que le corps ait repris sa forme pri- 
mitive. 11 suit de là que lorsque le mobile sera revenu à 
son point de départ , il aura acquis une vitesse égale à 
sa vitesse primitive , mais qui agira en sens contraire. 

3o5. Considérons maintenant le choc de deux corps élas- 
tiques M et M' ( fig. i55) , que nous supposerons aller dans 
le même sens. Ces corps devant s’atteindre , il faudra qua 
la vitesse V de M surpasse la vitesse Y de M'. Cela posé , 
ces corps , en se choquant , se comprimeront de plus en 
plus , jusqu’à ce que , parvenus au maximum de la com- 
pression , ils aient acquis une vitesse commune ; de sorte 
Fig. iSj. qu’un point matériel D du corps M (fig. i5 7 ) qui, en vertu 
de la seule vitesse V, aurait décrit la ligne DE, retardé 
dans son mouvement par l’elfet de la compression, au lieu 
d’être arrivé en E à l’instant du maximum de la com- 
pression , ne sera parvenu qu’eu F ; alors la force élastique 
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commençant à agir sur le point matériel, lui communiquera 
dans le sens de F en G, une vitesse égale à celle qu’il a 
perdue par la compression, et qui le ramènera à l’extré- 
mité G d’une ligne FG égale à FE. La vitesse du mobile, 
étant la même pour tous les points matériels qui le com- 
posent , art. 2g3 , si nous représentons cette vitesse avant 
le choc par DE , nous pourrons conclure qu’ après ce choc , 
elle sera réduite à , . r 

DE — GE ~ DE — qFE. 


3o6. Pour exprimer analytiquement les circonstances que 
nous venons d’examiner, nommons u la vitesse commune 
qui, au moment du maximum de la compression, anima 
tous les points des deux mobiles. Nous pourrons en cet ins- 
tant regarder ces mobiles comme durs, et nous aurons pour 
déterminer U, l’équation * 


u 


MV-fM'Y' 

M+M' 


058). 


La vitesse perdue par le corps M en vertu de cette com* 
pression , étant égale à la vitesse Y qu’avait le corps moins 
celle qui lui reste, sera exprimée par Y — u. 

Telle serait la vitesse qu’aurait perdue le corps au maxi- 
mum de la compression , si la force élastique n’existait pas -, 
mais cette force commençant dès lors à agir , fait perdre, 
encore au mobile Y — u ; de sorte que la perte totale de- 
vitesse du corps M, sera 3 ( V — u). Appelons v la vitesse 
après le choc ; nous aurons donc pour déterminer y , l’é- 
quation 

v = V — a(V — u), 

ou en réduisant, . 


v = 3 u — V (i5g). 

A l’égard de M', ce mobile parvenu au maximum de 

i3. . 
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la compression , devra être considéré comme corps dur , et 
par conséquent aura gagné une vitesse représentée par 
u — Y'; car il est évident que cette vitesse gagnée est 
égale à la vitesse acquise , moins Celle que le corps avait. 
C’est alors que l’élasticité commençant à agir , l’entrainera 
de manière à l’écarter du point de contact, et lui fera ga- 
gner encore u — Y'; d’où il suit que la vitesse de Al' après 
k choc , sera 

V' + a ( u — V ) = nu — Y'. 

Appelant v' cette vitesse , nous aurons .. • 

v' = au — Y' (16e). 

Mettant dans les équations (15.9) et (1G0) la valeur de u 
donnée par l’équation (i58) , nous obtiendrons enfin 

n(MY+M'V') , a (MV+M'Y') 

V— M+M' ’ M+M' ““ V ' 

et en réduisant, on trouvera 

V(AI — •M'I+aM'Y' , V'(M' — M)+aMV , „ . 

V = M+M' » V ~ M+M ' 

Si M — M', on a 

v = Y' et v' = V (16a). 

La première de ces équations nous apprend que la Vitesse 
de M, après le choc , est la même que celle de M' avant le 
choc ; la seconde de ce9 équations nous conduisant à des 
conséquences analogues , concluons que , dans le cas où 
M = M', les mobiles changent de vitesses après le choc. 

307. Lorsque le mobile M' va à la rencontre de M , il 
faut faire Y' négatif dans les formules précédentes , et 
l’on a 

V(M — M')— oM'V' , V'(M— M')+3MV , _ 

» V = Al+Af --OSS). 
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3o8. On peut supposer que les mobiles qui vont à la ren- 
contre l’un de l’autre , soient égaux ; alors dans les équa- 
tions précédentes on fera M = M', ce qui les réduira à 

v — ■ — V' , v' — Y ( 1 S 4 ); 

d’où l’on conclura que les mobiles changeront de vitesses et 
s’écarteront ensuite. 

3oq. Si les mobiles qui vont à la rencontre l’un de l’autre 
ont des vitesses égales, il suffira de faire Y'-=Y dans les 
équations (i63) , et l’on trouvera 

_ V (M — 3M' ) 1 , Y (3M — M') 

V ~~ ' M+M' J ‘ V ~ M-f-M' * 

Le corps M s’arrêtera lorsque sa vitesse v , après le choc , 
deviendra nulle •, ce cas arrive lorsque M = 3M', c’est-à- 
dire , lorsque la masse du mobile M est triple de celle de M'. 

Dans cette hypothèse de M = 3M', on trouve v* = aV. 

3io. Enfin, si le mobile M' était en repos, et qu’il fût 
atteint par M qui lui serait égal , en faisant dans les équa- 
tions (161) V =0 et M= M', on auraitpour ce cas , 

v — o et v = V •, 

par conséquent le mobile M perdrait sa vitesse et la donnerait 
àM\ 

CHAPITRE XIII. 

Principe de la conservation du mouvement du 
centre de gravité dans le choc des corps. 

3u. Soient deux mobiles M et M' (Gg. 1 58) qui, immé- Fig J 58. 
diatement avant le choc , sont parvenus aux points B et C ; 
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nommons E et E' leurs distances au point A , et représen- 
tons par X la distance du centre de gravité de leur sys- 
tème au même point. Si nous regardons les masses comme 
proportionnelles aux forces , nous aurons, par la propriété 
des momens , 

(M + M') X = M.E + M'.E' ; 


différentiant par rapport au temps t , il viendra 


, f ,.dX dE 
(M+M ) — M 


+ M' 


rfE' 
dt ' 


JE JE' 

Les coeiïiciens différentiels -r- et — r— qui entrent dans ce» 

dt dt 


équations , représentent les vitesses des mobiles M et M' 
lorsqu’ils sont parvenus aux points B et C , dont les dis- 
tances en A sont respectivement E et t'. Nommons V 

dX. 

et V ces vitesses , et désignons par W la vitesse du 


centre de gravité du système, nous aurons , en substituant 
ces valeurs dans l’équation précédente , 

Mv+iv rv' 

M+M' 


W 


oi v 

■W- 065 ). 


Telle est la vitesse du centre de gravité du système , lors- 
que les mobiles sont arrivés avant le choc aux points 
B et C ; mais lorsqu’immédiatement après le choc les 
mobiles se trouveront aux points B' et C', le centre de gra- 
vité du système changera de position. On peut demander 
ce que devient alors sa vitesse. Pour le savoir , soient w 
cette vitesse , et x la distance du centre de gravité en A; 
les mobiles dans cette nouvelle hypothèse étant parvenus aux 
points B' et C', représentons par e et e' les distances AB' 
et AC' de ces mobiles au point A , et par U et U' leurs 
vitesses, nous aurons, comme précédemment, 

(M + M') x = M\e + M\e, 




\ 
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et en différentiant les variables e, e' et x par rapport à t , 
nous trouverons 




+ M 'Ï- 


dcc de d& 

Remplaçons et par les vitesses w, U et U’, 

nous trouverons 

Mü+M'tr 

< 166 ’- 


3iq. Il se présente ici deux hypothèses : ou les corps sont 
durs , ou ils sont élastiques ; dans le premier cas , 
ü =s u =x U'; 

donc 


M + M' 

\u — ! U — IL. 

M-+-M' 


Or nous avons vu, art. 3o6, que la vitesse u , qui a lieu au 
maximum de la compression , était égale à 


MV -f- M'V' 

M + M' 

cette vitesse ayant précisément la même valeur que W 
il suit de là que w = W ; ce qui nous apprend que dans 
le choc des corps durs, la vitesse du centre de gravité du 
système , est la même après le choc quelle l’était avant. 


3i3. A l’égard des corps élastiques, nous avons, ar-* 
ticle 3o6 , au — V et au — V' pour les vitesses après le 
choc des corps M et M' situés aux points B' et C'. ™ 
Substituant ces. valeurs de U et de U' dans l’équation 
( îGG) , nous trouverons 

M (au — V) -f M' (nu — V'). 

M+M' 


eu y en réduisant , 

W — QU 


(MV + M'V'K 

m + m: . ’ 
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remplaçant par u la fraction qui entre dans cette équa-« 
tion, il restera 

w — u. 


ou plutôt 

MV 4- M'V' 
w — M+M' 1 

éliminant le second membre de cette équation , au moyei» 
de l’équation (i65), on- obtiendra 

v- w = W ; 


par conséquent, dans les corps élastiques comme dans lea. 
corps durs , la vitesse du centre de gravité est la même 
immédiatement avant et après le choc. 


CHAPITRE XIV, 

Principe de la conservation des forces vives 
d/ms le choc des corps élastiques. Egalité de 
leurs vitesses relatives , et détermination de la 
différence des forces vives dans le choc des 
corps durs, 

3i 4- Le principe de la conservation des forces vives dans 
le ch<^ des corps élastiques , revient à cette proposition : 
Lorsque deux corps élastiques se rencontrent , la somme 
des forces vives est la même avant et après le choc. 

Soient Y , Y' les vitesses des corps M et M' avant le 
choc, et v, v' les vitesses qu’ils ont après : la somme 
des forces vives avant le choc est doue représentée par 
MV* + M'Y'*, et il s’agit de prouver qu’elle est égale à 
Mu* -f- MV*, somme des forces vives après le choc. 
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Pour cet effet , nous avons vu , art. 3o6 , que les vitesses 
v et v' des corps M et M', après le choc , étaient données 
par les équations 

v — au — V, v' — a u — Y'; 
nous avons donc 

Mt* 4- MV* ^M(au-V)* + M'( 2 «- Y')* , 

et en développant les carrés indiqués dans le second 
membre, on trouvera 

Mi* + MV* = MV* 4 M'V'* 

4- 4 (Mu* + MV — MVu — M'V'u) (167) ; 

les termes compris entre les parenthèses se détruisent mu- 
tuellement à cause de la relation, équation i58 , 

MY-fM'Y' 

“ ~ M4-M' ; # 

car en ehassant les dénominateurs et en faisant passer tous 
les termes dans jepremier membre, jet en multipliant l'équa- 
tion par u , on obtient 

Mu* + MV — MVu — M'V'u = o; 
par conséquent l'équation (167) se réduit à 

Mu* + MV* = MV* + M'Y'*. 

Cette équation peut s’écrire ainsi , • 

. Mv* + MV* — MV* 4 - M'V'* = o; 

ce qui nous apprend que dans le choc des corps élastiques , 
la différence des forces vives qui ont lieu avant et après la 
choc , est égale à zéro. 

3i5. On démontre aussi une autre propriété des corps 
élastiques ; c’est que les vitesses relatives de ces corps sont 
les mêmes avant et après le choc. Poux s'en convaincre , 
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il suffit de retrancher l’une de l’autre les équation» 
v = au — Y, v' = au — V', 
et l’on trouve 

v _ v ' = _ (V — V'), 

difFérences égales et de signes contraires; donc après le choc» 
v sera autant au-dessus de que Y surpassait V avant 
le choc. 

3 i 6 . Dans le choc des corps durs , la différence des force* 
vives qui ont lieu avant et après le choc , n’est pas égale à 
zéro , comme lorsque les corps étaient élastiques , mais 
elle se trouve égale à la somme des forces vives des masse» 
animées des vitesses perdues ou gagnées. 

Ce théorème est dû à M. Carnot. Voici une manière très» 
simple de le démontrer. 

Les vitesses perdues par les corps. M et M' étant V — u 
et Y — u , si le#masses M et M' se trouvaient animées d» 
ces vitesses , leurs forces vives seraient respectivement » 

M ( V — u)* et M' (V'— u)* (*) ; 
égalant cette expression à son développement , nous auront 
l’équation identique 

M (V — u)\+M'(y' — uy 
= MV a 4 - M'Y'* + (M-fM>*— an(MV+M'V'). . .(168) I 
éliminant MV -f* M'V' au moyen de l’équation 

MV+ M'V' 

U ~ M+M' ’ 

\ 

le second membre de l’équation (i 68) se réduit à 
MV 1 * + M'V'* — ( M + M' ) u* ; 


(*) Comme le carré de V — u est également celai de u — V , on. voit 
que les expressions M(V — «)» et M(V' — u)’ sont aassi celles des 
forces vives dues aux vitesses gagnées u — V et u — V. 

x ' 


J 
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par conséquent l’équation ( 1 68 ) , en changeant récipro- 
quement ses membres , peut se mettre sous la forme 

MV* + M'V' a — ( M + M' )u a = M ( V — uy + M'(V'— u)‘ ; 

ce qui vérifie le théorème que nous avons énoncé. 

■ ■■■■-•- ‘■■‘-■■■-i. ■■ — - --i 

CHAPITRE XV. 

Vu mouvement d’un point matériel assujéli à sa* 
mouvoir sur une courbe donnée. 

3 i 7. Lorsqu’un point matériel m (Gg. i5g) sans pesan-Fig. i5g. 
teur , est assujéti à se mouvoir sur une courbe en vertu d’une 
force d’impulsion K, si l’on décompose K en deux forces, 
l’une mN — K' normale à la courbe, et l’autre mT = R" 
tangente à la courbe, la force normale sera détruite par 
la résistance de cette courbe , et la force dirigée suivant la 
tangente aura seule son effet. 

En considérant la courbe comme un polygone mm'm"m", 
etc. (fi’g. 160) d’un nombre infini de côtés, l’angle trrim!' Fig. 1O0. 
formé par le prolongement du côté mm' avec le côté sui- 
vant mm", est appelé F angle de contingence ; nous le re- 
présenterons par u : le plan tm'm” est le plan osculateur au 
point m ’ ; ce plan , dans les courbes planes , est celui de la 
courbe. 

Le mobile m , sollicité par la force K , reçoit tine vitesse 
v primitive v qui lui fera décrire le côté mm' ; mais lorsqu’il 
sera arrivé en m', il se détournera pour parcourir m'm". 

Dans ce passage , il perdra une vitesse que nous allons 
évaluer. 

Pour cet effet , représentons la vitesse v par la droite 
m’q. Si nous décomposons m'q en deux vitesses , l’une mit» 
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dirigée suivant le côté mm", et l’autre m'I perpendiculaire 
à ce côté , nous aurons 

ml = mq sin tm'm" , m'n = mq cos tm'm," , 

_ ou 

ml = v sin » , , m'n — v cos à». - 

La composante v sin » étant détruite par la résistance du 
polygone , la vitesse v sera réduite à v cos • ; par consé- 
quent la vitesse perdue qui est égale à la vitesse primitive 
moins la vitesse actuelle , sera exprimée par v — v cos s; ou, 
0e qui est la même chose, par v (i — cos»). 

Quand au lieu d’un polygone on a une courbe, l’angle 
tm'm devient infiniment petit. Dans ce ca3, la vitesse 
v ( i — cos » ) est un infiniment petit du second ordre. 

Pour s’en convaincre , il suffit de remarquer que i — cos <w 
Fig. 161. représentant le sinus verse DB(lig. 161) de l’angle « mesuré 
par l’arc CB , nous avons 

ad : cd :: cd : db. 

Or quand un arc CB est infiniment petit , il en est de 
même de CD ; et puisque CD est infiniment petit à l’égard 
de AD , il faut en vertu de la proportion précédente , que 
DB soit aussi infiniment petit à l’égard de CD; c’est-à-dire , 
soit un infiniment petit du second ordre. Ainsi la vitesse qui 
est perdue par chaque côté infiniment petit du polygone , 
étant un infiniment petit d’un ordre inférieur , doit être 
négligée devant la vitesse v cos » qui est un infiniment petit 
du premier ordre. D’où l’on peut conclure que le mobile qui 
parcourt la pourbe , conserve toujours toute la vitesse qui 
lui a été imprimée lorsqu’il s’est mis en mouvement. 

3 i 8 . Quant à la force v sin » qui presse la courbe et qui 
est détruite par sa résistance , cette force varie à chaque 
élément , puisque sin » change continuellement; par consé- 
quent on peut la considérer comme une force accélératrice 
qui agirait sur le mobile. 
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Si, outre cette force , il y avait plusieurs forces accélé- 
ratrices appliquées au point m , en les décomposant de la 
même manière , on devrait ajouter à v sin a toutes les com- 
posantes normales de ces forces accélératrices. 

3 x q. Imaginons aü point m (fig. i 5 g ) une force nor- Fig. i5j. 
male N, directement opposée et égale à la résultante de 
toutes ces forces ; la résistance que la courbe leur oppose , 
sera mesurée par N. Nommons « , C, y les angles que cette 
force accélératrice normale fait avec les trois axes ; les com- 
posantes de N suivant ces axes , seront respectivement t 

.7 / 

N cos «, N cos C, N cos y, 

et devront s’ajouter aux forces accélératrices X , Y , Z 
dans les équations du mouvement j de sorte que nous 
Aurons 

* 

-gp = X -f- N cos « (»%)> 

^ s= Y -f N cos S (170), 

— Z + N cos y (171). _ 

A ces équations nous en réunirons deux autres qui ré * 
sultent des relations nécessaires qui existent entre les angles 
a , S et y ; la première de Ces équations est 

COS a X -f- cos a C + cos“ y 3= ,(170). 

A l’égard de la seconde , nous observerons que lorsque 
deux droites qui sont à angles droits dans l’espace , forment 
avec les axes coordonnés , des angles * , S , y et », î', y', 
on a, d’après les principes de la Géométrie analytique [gj] , 

cos * cos x -f- cos S cos C -f- cos y cos y' = o. 

Dans le cas présent , cette équation subsiste entre la tan- 
gente et la normale ; car <*, f, y étant les angles formés par * 


* 
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la normale N avec les axes coordonnés , cette normale est 
perpendiculaire à la tangente en m , qui fait avec les axes 
coordonnés , des angles que nous pourrons représenter par 
• , y ; ces angles a , C, y étant aussi ceux que l’élé- 
ment de la courbe forme avec les axes , on a 


dx 

Ts f 


dy , dz 

£> v= ds l 


substituant ces valeurs dans l’équation précédente , il 
viendra 


dx - dy „ dz 

-j - . cos * -J- -y - . cos b -J- -j- . cos y = o 


ds 


25 " 


.(173). 


320 . Pour déterminer la vitesse , on multipliera les équa- 
tions , ( 169 ) , ( 170 ) et ( 171 ) , la première par 21 iv , 
la seconde par 2 dy , et la troisième par 2 dz, et en les 
ajoutant on obtiendra 


+ ady ' dr + adz ÿ = 2 ( Xdx + Ydy+Zdz) 

■+• 2N ( dx cos et -f- dy cos S -j - dz cos y ) . 

Le dernier terme de cette équation doit être supprimé, à 
cause de la relation suivante , 


dx 

ds 


iy 

ds 


, *' y - dz 
COS » -f- COS b -f- cos y = O 
as 


par conséquent il nous restera 


j d 1 . x , d\v 

adx 'dF^' !ld y~ J - 


d 

dr 


-j- ndz 


d 1 z 

dF 


— 2 (Xdx+Ydy + Zdz), 


ou plutôt 
d ( dx a - 

.* Remplaçant la somme des carrés des différentielles des 


d (dx*-i- dy*-+- di*) , 

j/ = 2 (Xdx + Ydy+ Z dz ). 
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variables par et intégrant , nous obtiendrons 

% = a/(Xrfe + -Ydy + Zdz) ,■ 

v* = 2 /"( Xda? “J- Ydy -f* Zdz) ..... .(174)* 

3 a 1. Appliquons ces formules au cas où les forces accé- 
lératrices sont nulles ; on a alors 

X = o , Y = o , Z = o, 
et par conséquent , 

v* = constante. 

Ainsi un corps sans pesanteur qui se mouvrait sur une 
courbe , conserverait toujours la même vitesse. C’est ce 
que nous ayons déjà prouvé par d’autres considérations, 
art. 3 i 8 . 

* ' t 

3 aa. Supposons maintenant que le mobile qui glisse sur 

la courbe soit un corps pesant , nous aurons dans ce cas , 

■ 

X = o , ï=o, Z = g, 

«t alors l’équation (174) se réduit à 

v 1 — a fgdz =5 a gz -f- C. 

Si v devient Y quand z est nul , nous aurona ' . 

Y* = C. 

Substituant cette valeur dans l’équation précédente, nous 
obtiendrons 

v* = agz -f- V*; 

d’où nou3 tirerons 

v = \Zagz 4 -V* (175).' 

Cette équation donne la vitesse, indépendamment des re- 
lations qui peuvent exister entre les coordonnées x, y 
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par conséquent cette vitesse a lieu quelle que suit la forme 
de la courbe. 

L’équation que nous vénons d’obtenir pour déterminer 
la vitesse , ne suilit pas lorsqu’on veut connaître le temps 
et l’espace ; car en y mettant la valeur de v ofl a 

5 - V'w + V\ 

ou plutôt 

Ÿ. d *'+ÿ' ±±L - v^iT+T'. 

Or pour intégrer il faut qu’au moyen des équations de la , 
courbe, on puisse réduire cette dernière àu’avoir que deux 
variables ; car supposons que les équations dé la courba 
soient 

z—f(x,y)> * = ?(*». y) 0 7 e )» 

si , à l’aide de ces équations , on élimine deux des variables 
x, y, z, il ne s’agira plus que d’intégrer Une équation 
entre dt et l’une des coordonnées du point matériel. 

3 a 3 . La vitesse donnée par l’équation (176) étant déter-*- 
minée sans qu’il soit besoin de faire usage des équations 
(176) , concluons que la vitesse ne dépend point de la forme 
de la courbe , mais de son ordonnée verticale z ; par Con- 
Fig. 163. quent si , à partir du point O (fig. 162) ou z = o et v= V, 
on mène divers arcs de courbes OM , OM', OM", etc. qui 
se terminent à un plan horizontal KL , toutes les ordonnées 
z de ces points étant égales , il s’ensuit qu’en faisant partir 
du point O différens mobiles avec la même vitesse V , ils 
auront acquis des vitesses égales lorsqu’ils seront arrivés 
aux points M, M', M“, etc. , situés sur le plan horizontal. 

324. En général , quel que soit le nombre des forces 
accélératrices , lorsque l’équation est intégrable , cm peut 
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déterminer v sans qu’il soit nécessaire d’assigner la courbe. 

En effet , si d’après la nature des forces accélératrices , on 
met dans l’équation ( 17 4) les valeurs de X, de Y et de Z 
en fonction des coordonnées x,y, z, et que l’expression 

/(XcLc + Y dy -j- Z dz) \ 

t / 

soit intégrable , nous pourrons la représenter par 

/(*> y> z )> 

et alors l’équation ( 174 ) deviendra 

v* = »/(*> y y, z ) + C\ 

Appelant f (a , b , c) ce que devient /( x , y , z) lors- 
que v = o ; on aura 

v* = sf(x, y , z) — Qf(a, b,c) , 
expression qui ne dépend que des coordonnées des points 
x , y , z et a , b , c. 

3a5. Nous avons vu que la force normale N dérivait des 
composantes des forces accélératrices, prises dans le sens 
de la normale à la courbe , et de la force normale pro- 
duite par la vitesse. Pour évaluer cette dernière force , 
abaissons les perpendiculaires on, on ( fig. i63) sur les Fig. i63. 
milieux des côtés égaux consécutifs mm', m'm" d’un poly- 
gone d’un très-grand nombre de côtés , l’angle tm'm" formé 
par l’un de ces côtés et le prolongement de l’autre , sera 
l’angle que nous avons représenté par ». Or les angles neu n 
du quadrilatère non'm étant droits , on aura 
non' -f- nm'n' = 2 angles droits — tm'm" -4- nm'n' ; 
donc 

tm'm" ou « =; non' = 2 nom'. 

La petitesse de l’angle nom ’ qui est mesuré par l’arc qui 

lui correspond , permet de prendre le sinus à la place 

, „ . . . . , m'n 

de 1 arc , et comme ce sinus est exprime par — — , ou 

m o 

i4 
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plutôt par — — , puisque les droites m'o et no sont cen- 
sées égales , nous trouverons 

_ a mn mm' 

no no * 

en passant du polygone à la courbe qui en est la limite , 
le côté mm deviendra l’élément de la courbe , et no son 
rayon de courbure ; par conséquent l’expression précédente 
se changera en 

ds 

<v. = — . 

y 

Nommons q> la force accélératrice qui dérive des com- 
posantes normales de la vitesse : comme toute force accé- 
lératrice est représentée par l’élément de la vitesse , divisé 
par celui du temps , et que dans notre cas l’élément de la 
vitesse est v sin « , nous aurons 


v sin a 



ou , parce que tout arc inGniment petit peut être substi- 
tué à son sinus , cette expression deviendra 


Ou 



remplaçant u par sa valeur que nous venons de trouver , 
nous aurons 

v ds v* 

<p = -— ou <p — — , 

y dt y 

à l’égard de la pression normale qui résulte des antres 

forces , on la déterminera par le parallélogramme des 
forces. 

3aG. Supposons , par exemple , que la courbe soit 
plane , et que les forces qui sont appliquées au mobile 
agissent dans le plan de la courbe , on réduira toutes les 
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Forces aune seule R dirigée dans ce plan ; et en nommant t 
l’angle que cette force fait avec la normale , on aura R cos 0 
pour la composante de R suivant cette normale. Si cette 
force agit contre la courbe , elle sera en sens contraire de 

la force — qui presse le point matériel sur la courbe ; 

y \ 

ou , ce qui est la même chose , qui tend à l'éloigner du 
centre : nous aurons donc , dans ce cas , 

v* % 

N = R cos t. 

v 


CHAPITRE XVI. 


De la force centrifuge. 

327. Lorsqu’un mobile se meut autour d'un centre 
fixe C , et décrit la courbe LMK (fig. 164) , s’il était libre , Fig. 1G4. 
il s’échapperait en vertu de la loi d’inertie, suivant la 
tangente LT à la courbe ; mais si l’on suppose maintenant 
qu’au lieu d’être libre , il soit retenu par le centre C , le 
mobile abandonnera la direction de la tangente LT et arri- 
vera en M. Or si l’arc LM est infiniment petit, l’angle 
LCM le sera aussi ; par conséquent on devra regarder les 
droites LC et MC comme parallèles. Dans ce cas, on pourra 
donc remplacer CM par la parallèle à LC menée par le 
point M , c’est-à-dire par MC' ; alors le centre fixe sera 
considéré comme si , au lieu d’être situé en C , il était en 
C\ Cela posé , puisque le mobile livré à lui-même devrait 
être à l’extrémité D du parallélogramme infiniment petit 
Ljj|ID, tandis que lorsqu’il est retenu par le centre fixe, 
il Wt arrivé en M, l’effet de la force qui l’attire vers Cf, 

14.. 
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sera donc mesuré par MD. D’une autre part , la droite 
inflexible menée 1 par le centre fixe au mobile , n’éprouvant 
une tension que parce que le mobile résiste à la force qui 
l’attire vers ce centre. Cette tension sera aussi mesurée par 
MD. C’est cette force qui écarterait le mobile du centre 
fixe. Si l’action de centre cessait d’agir , cette tension est la 
force centrifuge ; elle est égale et directement opposée à la 
force qui sollicite le mobile vers le centre , et qu’on appelle 
la force centripète. 

D’après ce qui précède , on voit que la force centrifuge 
n’est autre chose que celle que nous avons représentée 
v 1 

par — . 
y 

328 . Pour déterminer directement l’expression de la force 
centrifuge , nous pouvons remplacer l’arc infiniment petit 
LM par lacorde du cercle osculateur au point L ( fig. 1 65 ) , 
etl’efFet delà force centrifuge par le sinus verse LN. 

Cela posé , d’après la propriété du cercle , nous avons 

ln : ml :: ml : le. 


ou , en substituant l’arc à la corde , 

LN ; ds :: ds : 2y; 

donc 

LN = — ; 

* 2y 

et en mettant vdt à la place de ds , on trouvera 
v'dl* 

LN = ^7 C*77>- 

Examinons si noua ne pouvons pas trouver une autre ex- 
pression de LN. Pour cela , remarquons que le temps em- 
ployé pâr le mobile avenir de L en M (fig. 1 64) , est le même 
que celui que la force centrifuge met à produire l'effet L N. 
Or quand l’espace parcouru par le mobile est l’arc LM=3gff, 
le temps correspondant à ds sera dt. D’où il suit que LNTst 




Digitized by Google 


DE LA FORCE CENTRIFUGE. Sl3 

l’effet de la force centrifuge dans l’instant dt. Pour évaluer 
cet effet , il faut observer que la force centrifuge agit conti- 
nuellement et conserve toujours la même intensité à chaque 
impulsion quelle donne au mobile , parce qu’elle est direc- 
tement opposée à la force centripète qui le retient et qui 
lui oppose à chaque instant la même résistance. 

La force centrifuge doit donc être considérée comme une 
force accélératrice constante. Ainsi en représentant par f 
l’effet de cette force dans l’unité de temps , nous regarde- 
rons f comme constante dans les équations 

dv - de # 

dt —*> dt ~ V > 

en intégrant ces équations , nous trouverons 
V = t.f, e = i t\f 

Or l’espace LN étant celui qui correspond au temps dt qui a 
commencé à s’écouler depuis que le mobile était en L , il 
faudra , lorsque e deviendra LN, que t se change en dt 
dans l’équation précédente , et alors on trouvera 

LN = l dt'.f 

'Mettant cette valeur de LN dans l’équation (177) et rédui- 
sant , nous obtiendrons 

v a * 

f=~ (> 78 ), 

329. Si le mobile se mouvait circulairement, comme une 
fronde qu’on fait circuler , y deviendrait le rayon R du cercle 
décrit par le mobile , et au lieu de l’équation (178) , nous 
aurions 

f = 079 )- 

Soit h la hauteur due à la vitesse v ; il y aura , art. a 3 t>» 
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entre ces variables , la relation 

v* = agh ; 

éliminant v* entre cette équation et la précédente , nous 
obtiendrons 

f ah 

ce qui nous apprend que la force centrifuge est à la gra- 
vité , comme le double de la hauteur due à la vitesse est 
au rayon du cercle décrit par le mobile. 

Fig. iG5. 33o. Si un demi-cercle E AF (fig. 1 65 ) fait une révolu- 
tion autour du diamètre EF = 2R , le point A , milieu de 
EAF, décrira une circonférence égale à 2xR ; et en suppo- 
sant que ce mouvement du point A se fasse uniformément 
dans un temps T, si nous désignons par v la vitesse, 
nous aurons 

v X T = 2xR. 

éliminant v entre cette équation et l’équation (179), on 
trouvera 


/ = 


4x*R 


.(•80). 




Pareillement , soit f la force centrifuge qui dérive de la 
rotation d’un mobile sur une circonférence sxR', et nom- 
mons T' le temps écoulé dans ce mouvement , nous aurons 
encore 

r. 4*™ - 

J — ' 

donc 

f'f” J : 080 ; 


d’où il suit que lorsque les rayons R et R' sont les mêmes, 
les forces centrifuges sont en raison inverse des carrés des 


f 


/ 


✓ 


v 
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des temps j et que lorsque les temps sont les mêmes , 
les forces centrifuges sont dans le rapport direct de3 
rayons. 

33 i. Il est facile maintenant d’obtenir l’effet de la force 

1 

centrifuge à l’équateur; car le rayon de la terre à l’équateur 
ayant été trouvé de 6376466 mètres , il suffira de rem- 
placer R par cette valeur dans l’équation (180) , et d’y 
mettre en même temps celles de te et de T. 

La première de ces quantités est donnée approximati- 
vement par l’équation 

te = 3 ,l 4 l 59 a. 

A l’égard de T, ndus le remplacerons par la révolution 
entière d’un mobile qui serait à l’équateur. Or on sait que 
la terre fait sa révolution diurne en c', 997269 , et qu’un 
jour est composé de 86400 secondes. Ainsi en multipliant 
ces deux nombres l’un par l’autre , on aura 

T = 0^,997269 X 86400" = 86164 secondes. 
Substituant ces valeurs dans l’équation (180) , on obtiendra. 
f = o m ,o 33 g (182). 

33 a. Connaissant y on peut déterminer l’expression G 
de la gravité qui aurait lieu à l’équateur si la terre était 
immobile. En effet ,f agissant en sens contraire à la pe- 
santeur , doit en diminuer l’intensité ; de sorte qu’en 
appelant toujours g la pesanteur donnée par l’observa- 
tion , nous devons avoir 

g = G-fi 

Mettant dans cette équation la valeur de g qui est à l’é- 
quateur de 9 m 78 , et celle de f , nous trouverons 

9 m ,78 = G — o m ,o 33 g ; 
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d’où nous tirerons 

G = 9 m >78 4- o m ,o339 , 

OU 

G = 9 m , 8 i 39 (' 83 ). 

Pour déterminer le rapport de la force centrifuge y à la 
pesanteurG, il suffit de diviser les équations (182) et (i 83 ) 
l’uue par l’autre , ce qui nous donnera 

f o m ,o33q ï 

G “ g m ,8i39 — 289 


■ 084 ). 


333 . La proportion (i8i)donnela solution de ce problème: 
Trouver quel devrait être le temps de la révolution diurne 
de la terre pour que la force centrifuge fût égale à la 
pesanteur. 

Dans ce cas , soit T' le temps d’une révolution du globe 
terrestre , et f' la force centrifuge qui l’animerait alors ; 
nous aurions par la nature du problème 

f' — G et R' = R; 

en substituant ces valeurs dans la proportion (181) , on la 
réduirait à 


f • G — 

J • U " TJ 


et l’on obtiendrait 


1 


rp/a / Ta 

G 1 ' 


Mettant dans cette équation la valeur de £ donnée par 
l’équation (184), et tirant la racine carrée, on trouverait 

T 


T = 


I/289' 


ou 


T' = — environ ; 
17 


I 
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par conséquent si la terre avait un mouvement 17 fois 
aussi rapide que celui qui la fait tourner sur son axe , la 
force centrifuge serait égale à la pesanteur. 

334 . Pour savoir de combien la force centrifuge diminue 
celle de la gravité en un point qui ne serait pas à l’é- 
quateur , il faut trouver l’efFet de la force centrifuge 
suivant la verticale BZ ( Gg. 166), menée, par le point B Fig. 168. 
que l’on considère. Pour cet effet , regardons la terre comme 
sphérique , parce que cette hypothèse n’influe pas sur le 
calcul ; alors la latitude du lieu B étant représentée par 
l’arc AB , sera mesurée par l’angle 

BOA = ZBC = *. , * ‘ 

Nommons R le rayon AO de la terre , et R' le rayon ,BD 
du parallèle qui passe par B , nous aurons 


ou 


R' = R cos OBD, 
R' = R cos 


La force centrifuge CB qui agira en B suivantDB, sera égale, 

/ 

art. 33 o, à — — — ; et la composante_/"'=:B/ dirigée suivant 
BZ , sera donnée par l’équation 
4 *- a R' 


f 


X cos 4 1 - 


Mettant dans cette expression la valeur de R', on aura 
donc 

f : /' :: 1 : cos 4-*; 

ce qui nous apprend que les forces centrifuges , en des lieux 
différens de la terre , sont entr’elles comme les carrés des 
latitudes. 


* 
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CHAPITRE XVII. 

/ 


Du Mouvement d’ oscillation. 

t 

F'S- >6;- 335 . Soit OBC (fig. 167) une courbe continue coupée 
aux points O et C par une droite horizontale ; supposons 
qu’il n’y ait point d’angle dans cette courbe qui puisse 
occasionner une perte de vitesse , et que la tangente BT à 
la plus grande ordonnée BP soit horizontale et perpendii 
culaire à cette ordonnée; alors la direction de BP sera ver- 
ticale , et le plan des xy devra être horizontal , parce que 
nous employons des axes rectangulaires. Cela posé , cher- 
chons l’expression de la vitesse d’un mobile qui , sollicité 
par la pesanteur , glisserait sur la courbe. Pour cet elïet , 
nous observerons d’abord que si l’on regarde comme posi- 
tives les ordonnées z qui se trouveront au-dessous du plan 
des x , y , la pesanteur g s’accroissant en même temps 
que ces ordonnées , devra être aussi considérée comme po- 
sitive. Ainsi en faisant g positif dans les équations qui dé- 
terminent le mouvement du mobile , nous aurons 


€' 


d*x d % y d 1 z 

~dF ° ’ IF — 1F ~ S ’ 


Pour déterminer la vitesse à l’aide de ces équations , on 
multipliera la première par 2 dx , la seconde par 2 dy, et 
la troisième par adz, et en les ajoutant, on trouvera 


2 dxd*x od yd 1 y -f- odzd'z 
dt 1 _ 

intégrant on aura 


= agek; 


dx* -j- d y 1 4- dz* 

dF 


— 2 gz + C, 
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ou, en observant que la somgie des carrés des différentielles 
des coordonnées est égale au carré de l’élément ds , l’équa- 
tion précédente pourra se convertir en 
ds* 

w = 2 £ z + c - 


Mettant v à la place de il viendra 
v* = 2 gz -f- C. 


Soit Y la vitesse initiale qui a lieu au pointO lorsque z— o; 
l’équation précédente nous donneA 

C = Y*; 

\ 

par conséquent en y substituant cette valeur de C , on 
obtiendra 

= V* ■+• a gz ( 1 85). 

336. Les ordonnées croissant depuis Oiusqu’en B, l’équat. 
(i85)nous montre que la vitesse v doit aller en s’accélérant 
lorsque le mobile parcourt l’arc OB et qu’elle parvient en B 
à son maximum. Les ordonnées devant ensuite décroître, la 
vitesse diminuera à mesure que le mobile parcourra l’arc BC. 
Dans cette diminution , elle passera par les mêmes degrés de 
vitesse qu’elle s’était augmentée ; car si par un point quel- 
conque m on mène un plan horizontal qui coupe la courbe 
suivant une droite mm , les ordonnées mp et m'p' seront 
égales ; par conséquent en substituant leurs valeurs dans 
l’équation ( 1 85) , on verra que les vitesses du mobile aux 
points m et m' seront égales. 

La vitesse du mobile cjiminuant d’autant plus que l’arc 
parcouru Om est moindre , on trouvera sur le prolongement 
de cet arc, un point A où cette vitesse aura été nulle; 
par conséquent , le point A sera celui où le mobile sera 
censé avoir reçu le mouvement. Si par ce point on mène 
une droite horizontale AA', la vitesse en A' sera dono 
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également nulle. Ainsi le mobile , dans son mouvement 
«'arrêtera en ce point À' où la vitesse est nulle. Alors 
l’action de la pesanteur le ramènera de A' en B ; et comme 
les ordonnées vont en croissant de A' en B , il sera facile de 
conclure, au moyen de l’équation ( 1 85 ) , que la vitesse ira 
aussi Cn croissant. Le mobile parvenu au point B , où il a le 
maximum de vitesse , continuera donc à se mouvoir en 
vertu de cette vitesse, et remontera sur la branche B A jus- 
qu’au point A, où la vitesse sera nulle. Mais l’action de 
la pesanteur le faisant descendre , il parcourra encore l’arc 
AB pour remonter jusqu’en A', et ainsi de suite ; de sorte 
que le mobile fera un nombre indéfini d’oscillations. 

. i 

337. ' 11 est évident que les vitesses successives qu’ac- 
quiert le mobile lorsqu’il se meut sur l’arc AB , étant les 
mêmes que lorsqu’il se meut sur l’arc BA', le mobile emploie 
le même temps à parcourir ces arcs. Ces oscillations faites 
en temps égaux , sont appelées isochrones. 

338 . Lorsque la courbe rentre sur elle-même, comme 
Fig. 1G8. dans la figure 168 , et que les tangentes aux points B et B' 

sont parallèles à l’horizon , si le mobile parti d’un point quel- 
conque O avec une vitesse initiale , descend de O en B , et 
peut remonter de B en B' - sans que sa vitesse soit épuisée , 
il descendra de nouveau le long de l’arc B'OB , et la pesan- , 
teur lui rendra successivement la vitesse qu’il avait lorsque 
pour la première fois il a parcouru B'OB. Perdant -ensuite 
de sa vitesse lorsqu’il remontera suivant l’arc BO'B', il lui 
restera en B' le même excès de vitesse que lorsque , avant 
d avoir fait une révolution de la courbe , il était en ce 
point. Il suit de là que le mobile, au lieu d’osciller , fera 
un nombre indéfini de révolutions autour de la courbe. 


N 
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CHAPITRE XVIII. 


Du Pendule simple. 

53 g . Le pendule simple est un point matériel M (fig. 1 6 g) Fig. 169. 
qui , animé par la pesanteur et suspendu à une droite in- 
flexible MC , fait des oscillations autour du centre C. Il est 
certain que dans ce mouvement le point M est assujéti à 
décrire un arc de cercle ; ainsi la vitesse de ce point sera 
donnée par l’équation 

= V 1 + a gz. 
ds / 

Changeant v en ^ dans cette équation et tirant la valeur 
de dt , on trouvera 

dt = ■ ■ ds — (186). 

V/'V”-»- a gz 

Le point de départ étant pris pour origine, z sera l’ordonnée 
M'P^ (fig. 170) du point M' où se trouve le mobile dans un 
instant quelconque , et V“ représentera le carré de la vitesse 
initiale ; c’est-à-dire celle qui avait lieu lorsque le mobile 
‘était à son point de départ M. Nommons h la hauteur due 
à cette vitesse initiale , nous aurons 

V* = £# » 

et les équations (i 85 ) et (186), en y substituant cette 
valeur deviendront 

v = y/2g(/z 4-z) , dt — -j= = ■ ....(187). 

V/ag(à-fz) , 

34 o. On peut exprimer z en fonction des coordonnées du 
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cercle décrit par CM (fig. 170). Pour cet effet, abaissons 
des points M et M', les perpendiculaires MB, M'D sur la 
verticale CE, et nommons a le rayon CE, b la distance 
verticale EB , et x l’abscisse ED du point M' rapportée à 
la nouvelle origine E , nous aurons 

_ z — BD = b — x. 

Au moyen de cette valeur, ou convertira les équations 
( 1 87 ) en celles-ci , 

* = V *g ( h+b—x ) , dt = ■■ ■ ■ — . .(188). 

La première de ces équations nous donne la vitesse du 
mobile au point M' qui correspond à l’abscisse x \ la se- 
conde , lorsque nous l’aurons intégrée , nous fera connaître 
le temps que le mobile aura employé à venir en M'. Pour 
cela , nous ferons ensorte que le second membre de cette 
équation ne renferme plus qu’une seule variable ) c’est ù 
quoi nous parviendrons facilement en combinant cette équa- 
tion avec les suivantes , 


v 


ds = 1/ dx’ + c/y“ (189), 

y = a ax — x* 0.9°) 1 

différentiant cette dernière , nous obtiendrons 
ydy = (a — x) dx , 
et par conséquent , 




Substituant cette valeur dansl’équat. (189), nous trouverons 

= * v/^4^'- 

Mettant dans le numérateur de la fraction qui est sous le 


V 
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radical , la valeur de y 1 donnée par l’équation (190), dé- 
veloppant et réduisant , nous obtiendrons 


7 7 „ ac ^ x 

ds — dx \ / — = nt = 

V v‘ y 


adx 


y V/ 2ox — x* 

adx . 


donc 


dt = — 


— x ) x 
adx 


1/(2 a — x) x y'ng (h-j- b — x) 


Des deux signes qui devraient affecter la valeur de dt , 
nous avons choisi le négatif, parce que lorsque t aug- 
mente , x diminue ( voyez la note de la page 182). 

34 i. Supposons que la vitesse initiale soit nulle, nous 
aurons > 

h t= o ; 

si en même temps l’arc suivant lequel se font les oscil- 
lations , est très -petit , nous pourrons négliger x devant 
aa, et la valeur de dt se réduira à 


dt = — 


adx 


l/ 2 ax \/zg(b — x ) ’ 

Remplaçant le facteur a du numérateur par \/ a *, on pourra 
mettre l’équation précédente sou 3 la forme 

Ainsi pour avoir t, il ne s’agit plus que d’obtenir la valeur 
de l’intégrale suivante , 

dx 


h 


(190). 


\/bx — x a ' 

Pour y parvenir , nous chercherons à la rapporter à une for- 


324 DYNAMIQUE, 

mule connue : or on sait qu’on a 

r , • 

I = arc ( sm verse == x ) , 

J \/-2X—X % 

( Elém . de Calcul dijfér. et de Calcul intégral , page i34)* 

Si d ans cette formule on fait x r= - , on trouvera 

a 

/ . dz. / . z\ 

— — = arc ( sm verse = - ) , 

a az — z? \ a ' 

en comparant l’équation ( 192 ) à cette formule, nous aurons 
ï b — a , et par conséquent , 

C dx / . x'\ 

J V zax — x* • \ z o J 


/ . 2X\ 

— arc ( sm verse = -y 1 , 


et puisqu’en général, lorsque le rayon est l’unité , l’arc 
qui correspond au sinus verse c , a pour cosinus 1 — c , il 
s’ensuit que nous devons avoir 


arc 


f . 2A / ax\ 

(sin verse = -y 1 = arc ( C03 = 1 — \ 

( b — 2 X \ 

cos = ^ j. 


Substituant cette valeur de l’expression (192) dans l’intégrale 
de l’équation (191) , nous trouverons 

t — ~ * rc^cos = + C (i 9 3 ). 

342. Pour déterminer la constante , le temps commen- 
çant lorsque le mobile est enM, on a t — o quand x = b. 
Ces valeurs réduisent l’équation (ig 3 ) à 

o = — 3 y/ -.aie (cos — — 1 ) -f- C. 

Soit 2 t la circonférence du cercle dont le rayon est l’unité , 
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toous avons (fig. iGi) lig. t6t. 

arc (cos — — i ) = arc BCA = w; 

donc 

Substituant cette valeur dans l’équation (ig3) , on trouve 

t—ï \J* . Qr — arc(cos = 1 — H).... ( i 94} . 

Decette manière d’intégrale sera prise (fig 1 70) depuis l’abs- Fig. 170. 
cisse x~b , qui correspond àt = o, jusqu’à l’abscisse indé- 
finie x ; par conséquent t exprimera le temps de la chute 
du mobile , depuis l’origine du temps où il était en M , 
jusqu’à un point quelconque M' dont l’abscisse est x. 

343. Si l’on veut avoir l’intégrale comprise depuis M 
jusqu’au point le plus bas E , il faut faire x — O dans la 
valeur de t , et en observant que l’arc dont le cosinus est 1 
est égal à zéro , on a 



344- Le mobile arrivé en Ê n’a pas perdu sa vitesse ; 
au contraire elle parvient en ce point à son maximum, 
comme nous l’avons vu ; car on doit se rappeler que la vi- 
tesse v étant donnée par l’équation 

v = \/ a gz, 

la plus grande valeur de z est celle qui a lieu lorsque le 
mobile est arrivé en E. Ainsi en vertu de cette vitesse , 
le mobile passe sur l’arc EN , et comme cet arc change 
de signe , on trouvera pour le temps que le mobile a em- 
ployé pour parvenir en N', 

* = ê + "K 008 = 1 "" t)D (l3G) ' 

i5 
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Si de cette équation nous retranchons l’équation (190) qui 
nous donne le temps qui s’est écoulé lorsque le mobile est 
arrivé de MenE, il nous reste l’expression 



pour le temps que le mobile a mis à venir de E en N' : 
c’est justement le même temps qu’il emploierait à des- 
cendre suivant l’arc M'E ; car ce temps s’obtiendrait en 
retranchant l’équation ( ) de l’équation (tg 5 ). Enfin, 

lorsque le mobile s’est élevé jusqu'au point N situé sur le 
plan horizontal qui passe par le point M où la vitesse 

est nulle, alors x = b , et l’expression arc cos ^1 — 

devient arc (cos = — 1) = sr, ce qui change l’éq. (196) en 

* ~ a \j ~ X, 2,r » 

‘ " 1 C 

tel sera le temps que le mobile emploiera à parcourir 
l’arc total MEN : représentons ce temps par T , nous 
aurons • 



Le mobile parvenu en N a perdu toute sa vitesse ; car 
en ce point la vitesse initiale étant nulle , on a 

h ~ o : 

cette valeur et celle de x = b réduisent l'équation 
J t = Y^zg + b—x) à 
ds 

-y = O OU a V = O. 

at 

La vitesse du mobile étant donc épuisée lorsqu’il arrive 
en N , la pesanteur doit le faire descendre ; et. comme 
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les circonstances initiales au point N sont les mêmes qu’elles 
l’étaient en M , le mobile décrira une seconde oscillation 
NEM , et ainsi de suite. 


345 . L’équation (197) étant indépendante de la constante 
h qui détermine la distance verticale MK , on voit que si 
le point de départ , au lieu d’être en M était en M', la 
durée de l’oscillation serait la même ; par conséquent des 
mobiles qui partent des points difTérens M, M', M", etc. 
demeureront le même temps à faire leurs oscillations. 


346 . Ces oscillations d’égales durées, sont appelées iso- 
chrones. Il n’en est pas de même lorsque les pendules sont 
de longueurs différentes ; car nommons a et a' les longueurs 
de deux pendules dont les oscillations sont décrites dans 
les temps T et T', nous aurons 



T; T :: : V (198). 

Ainsi connaissant le temps T de l’oscillation d’un pen- 
dule a , si l’on prend un temps arbitraire T', on connaîtra 
par la proportion précédente , la longueur du pendule qui 
répondrait à ce temps. 

347. Pour déterminer avec plus de précision le temps 
d’une oscillation , voici le procédé que l’on emploie. 
Représentons par N le nombre d’oscillations que fait le 
pendule a dans le temps i , et par N' le nombre d’oscil- 
lations que fait le pendule a' dans le même temps t, ona 


T 



T' = 



(i99)- 


Au moyen de ces valeurs , la proportion (198) devient 


.1 • 1 . 

N : N' 


: v/â : \Za' , 


i5.. 
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Q38 
ou 

N' : N :: y/~a \ \/ 7 , 
ou 

N'*: n*:: a : a'-, 

donc 



Ainsi lorsque pour un pendule simple d’une longueur 
donnée , on connaît le nombre d’oscillations qu’il fait dan* 
un certain temps , on peut en conclure la longueur du pen- 
dule simple qui ferait ses oscillations dans une seconde 
de temps. 

348 . C’est en se fondant sur ce qui précède qu’on a 
trouvé que la longueur du pendule à secondes est de 

44o , , 5595 = o”, gg 38 . 

34 g. Pour déterminer g, l’équation (197) nous donnera 
* a a 

S 'jj > 

par conséquent en faisant dans cette équation T = i", 
*• = 3 , 14*5926 et a— 44 0 , j5o 93 , on trouvera 

g = 4348’ = 30 ?"* 19 environ. 

3 oo. Si g et g' sont les gravités relatives aux pendule# 
a et a.' qui font leurs oscillations dans les temps T et T', 
comme cela arrive lorsque les pendules sont situés à 
différentes latitudes , on aura 



d’où l’on tirera 

T : r :: \J- g : y / |.....(aoc). 


% 
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Soient N et N' le nombre d’oscillations que font ces 
pendules dans un même temps 9 , T et T' seront donnés 
en fonction de 9 par les équations (199) , et en substituant 
leurs valeurs dans la proportion (200), et en supprimant 
le facteur commun 9 , on aura 



Si le pendule est le même dans les deux lieux , on a 
a' = a , et la proportion précédente nous donne 

= se: 

° N a * 


CHAPITRE XIX. 

Du Mouvement dé un point matériel sur la Cjrcloïde. 

35 1. Supposons qu’un point matériel M qui se meut 
sur la cycloïde , parte du repos ; la vitesse initiale de ce 
point étant nulle dans cette hypothèse , l’équation (i 85 ) se 
réduira à 

v* = agz, 

ou plutôt à 

ds* 

d’où l’on tirera 


- Prenons , comme précédemment , l’origine des abscisses au 

point E (171) , et nommons u l’abcisse ED d’un point quel- Fig. 171. 
conque M', pour ne point confondre cette abcisse avec la 


V/agz 
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variable x qui entre dans l’équation de la cycloïde ; et re- 
présentons par h l’abscisse EC du point M de départ , nous 
aurons 

CD = EC — ED, 
ou 

z = h — u. 

Substituant cette valeur dans l’équation précédente , il 
viendra 

dt = (201). 

V z g(h — u) 

Cette équation contenant trois variables , nous allons 
chercher à en éliminer une au moyen de l’équation de la 
cycloïde. Pour cela , nommons aa le diamètre BE du cercle 
générateur, et x , y les coordonnées AP , PM' d’un point 
M' de la cycloïde : l’équation de cette courbe ( Èlémens de 
Calcul différentiel et de Calcul intégral , page io 4 ) se pré- 
sentera sous cette forme 

dx = — , (202) . 

V 2a y — y 1 

Mais pour parvenir à notre élimination , il faudra transfor- 
mer cette équation en une autre entre les variables u et s. 
Or en représentant s par l’arc AM' qui correspond aux 
coordonnées AP = 1 et PM' = y , nous avons entre ces 
variables la relation 

ds — l/ dy* -f- dx 11 , 
ou 

= d y\/ l + % 


ds 


dx 


Mettant dans cette équation la valeur de tirée de Té- 
quation (20a) on obtiendra 


ds — dy \ 


+ 


aa y — y*' 
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Réduisant au même dénominateur les quantités qui sont 
sous le radical, effaçant les termes qui se détruisent , et sup- 
primant le facteur commun y , il restera 

ds = ty^m-y (ao3) - 

L’expression 2 a — y qui entre dans cette formule , n’est 
autre chose que l’abscisse ED que nous avons appelée u ; 
par conséquent nous avons 

2 a — y ■= u , dy = — du. 

Substituant ces valeurs dans l’équation ( 2 o 3 ) , nous trou- 
verons , 

ds = — du 

La valeur de ds se trouve négative, parce que lorsque 
l’arc AM' croît , l’abscisse ED = u diminue ( voyez la 
note de l’art. 289). 

Mettant cette valeur de ds dans l’équation (soi) , nous 
aurons 

du , . 

- (204). 

g ✓ hu — ii ■ 

352 . Pour intégrer cette équation, nous nous rappelle- 
rons que nous avions , art. 341 , cette formule générale 

/ dz / . z\ 

= arc ( sin verse = - ) ; 

1/2 az — 7? > a ' 

r 

par conséquent en rapportant l’intégrale de l’équation (204) 
à cette formule , nous trouverons 


■* = -/; 


t = — y/^.arc ^sin verse = 7-^ + C. . . . 


( 205 ). 


Pour déterminer la constante , observons que le temps 
commençant lorsque le mobile est en M, nous avons 
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alors 

t — o et u = EC = h ; 
cette hypothèse réduit l’équation (ao5) à 


= Vg‘ 3X0 VerSe = 2 ) •+* C. 


Or l’arc dont le sinus verse est 2 étant la demi-circonfé- 
rence décrite avec le rayon 1 , si nous représentons par 
ir cette demi-circonférence , l’équation précédente deviendra 



Cette valeur étant mise dans l’équation ( ao5 ) , nous 
aurons 



Ce temps est celui qui a lieu lorsque le mobile étant parti 
du point M, est arrivé ay point M' dont l’abscisse est 
ED ■= u. Par conséquent pour obtenir le temps que le 
mobile aura employé à parcourir l’arc ME, il faudra faire 
u = o , hypothèse qui réduira l’équation précédente à 


* = ? r 



On voit que cette expression est indépendante de la 
hauteur h qui est l’abscisse EC du point de départ M ; 
d’où l’on peut conclure qu’en quelque part que soit situé 
le point de départ M , ce mobile emploiera toujours le 
même temps pour arriver en E. Une courbe qui jouit de 
cette propriété est appelée courbe tautochrone. 
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CHAPITRE XX. 

Principe de (TAlembert. 

353. TjORSQUE l’on considère un système de corps liés 
entr’eux d’une maniéré invariable , la liaison mutuelle de 
ces corps devra leur empêcher d’obéir aux mouveniens qui 
les animeraient chacun en particulier, s'ils n’étaient pas 
liés au système : les vitesses de ces corps seront altérées et 
se troubleront mutuellement. Par exemple , si plusieurs 
points matériels M, M', M* (fig. 17a) sont fixés à une Fig. 17a. 
dçoite inflexible AL, mobile autour du point A, il est 
certain que dans le temps 6 la pesanteur qu’on suppose 
constante , vu le peu de longueur de AL , agissant de la 
même manière sur chacun de ces points , ils devraient , s’ils 
étaient libres , parcourir dans le temps 6 des verticales 
égales ; mais les points M , M', M", etc. ne pouvant se mou- 
voir qu’avec la droite AL , sont forcés de parcourir les 
arcs MK, M'K', M"K", etc. dans cet instant « ; par con- 
séquent les droites IK , l'K', I"K" exprimeront les effets 
de la pesanteur sur les points M , M', M", etc. dans le 
temps 6 . Ces droites IK , l'K', I"K", etc. étant proportion- 
nelles aux arcs MK , M'K', M"K", etc. , et par conséquent 
aux rayons AM , AM', AM", etc. , il suit de là que les 
vitesses effectives des différen» points du système sont 
d’autant moindres que ces points sont plus rapprochés du 
centre A ; tandis que si les points M , M', M", etc. étaient 
libres , ces vitesses seraient égales. 

354- Les vitesses effectives étant donc différentes de celles* 
qui ont été communiquées au système , on ne pourra dé* 
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terminer les divers mouvemens qui l’affectent , que lors- 
qu’on sera parvenu à exprimer les vitesses effectives en 
fonctions des vitesses qui ont été transmises primitivement 
aux mobiles, et qui sont censées connues. C’est à quoi 
l’on parviendra facilement à l’aide d’un principe de dy- 
namique que nous allons démontrer , et qui est dû à 
d’Alembert. 

355. Soient v , v , v", v*, etc. les vitesses qui anime- 
raient les corps M, M', M", M*, etc. s’ils agissaient indé- 
pendamment les uns des autres , et u , u , u", V, etc. les 
vitesses que prennent au lieu de v , v', v.", V, etc. ces corps 
lorsqu’ils sont liés entr’eux d’une manière invariable. L’une 
des composantes d’une vitesse étant arbitraire , nous pren- 
drons pour composante de v la vitesse effective u, l’autre 
composante sera déterminée , et nous la représenterons parU. 
En opérant ainsi à l’égard des autres forces , on peut , à la 
place de v, v', v", v*, etc. , substituer les vitesses 

u et ü composantes de v , 
u et IJ' composantes de v , 
u" et U' composantes de v", 

V et U* composantes de v", 
etc. etc. etc. , 

et alors les quantités de mouvement qui entrent dans le 
système , considéré comme libre , et qui sont Mv , MV, 
MV, M'V, etc. deviendront 

Mu , MV , M'V , M*u” , etc. , 

MU, M'U', M"U" , MU", etc.; 

mais si les corps ne sont plus libres , ces quantités de 
mouvement doivent se réduire à 

Mu , MV, MV, M'V, etc. 

11 faut donc que les quantités de mouvement MU , M'U', 
M"U", M*U", etc. se fassent équilibre. 


S 


P 


\ 
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On observera que MU , M'U', M"U", M'U ", «te. sont 
les quantités de mouvement dues aux vitesses gagnées ou 

perdues. , * 

/ 

En effet, Mv étant le diagonale d’un parallélogramme 
dont Mu et MU seraient les côtés , on voit que si la compo- 
sante MU devient nulle. Mu se réduira à Mv ; d'où il suit 
que MU est une quantité de mouvement introduite dans le 
système par le changement qui s’y est opéré ; il en est de 
même de M'U', de M"U", etc. 

On peut donc énoncer ce principe en disant, qu'il faut 
que les quantités de mouvement dues aux vitesses gagnées 
ou perdues se fassent équilibre ; car si cela n’avait pas 
lieu , il y aurait de l’altération dans le système , et u , u', 
u", u", etc. ne pourraient être les vitesses effectives qui 
animent M , M', M", M", etc. 

556. Nous avons vu que la vitesse v avait pour com- 
posantes U et u ; et comme en général il y a toujours équi- 
libre entre trois forces dont l’une serait égale et directe- 
ment opposée à la résultante des deux autres, il suit 
de là que les trois forces Mu , MU et — Mv doivent 
être en équilibre. Or en regardant à son tour MU comme 
égale et d’un signe contraire à la résultante des deux autres 
forces , il faudra que — MU soit la résultante de Mu et 
de — Mv ; par conséquent MU sera la résultante de — Mu. 
et de + Mv. 

Ce que nous disons de MU pouvant s’appliquer aux forces 
M'U', M"U“, etc. à l’égard de leurs composantes , on peut , 
en substituant les composantes aux forces , donner cet antre 
énoncé au principe de d’Alembert : Il y aura équilibra 
entre les quantités de mouvement Mv , M'v', etc. imprimées 
à chacun des mobiles , et les quantités de mouvement ef- 
fectives Mu , M'u', M"u", etc. qui seraient prises en sens 
contraires de leurs directions. 
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357. Pour première application de ce principe, considé- 
rons le choc de deux corps durs M et M' qui vont dans le 
même sens. Soient v et v leurs vitesses avant le choc , et 
u leur vitesse commune après le choc. La vitesse perdue- 
par M étant égale à celle qu’avait le mobile moins celle qui 
lui reste , sera exprimée par v — u, et la vitesse gagnée par 
M' étant égale à la vitesse u diminuée de v , sera représen- 
tée par u — v. Les quantités de mouvement dues à ces 
vitesses perdues et gagnées devant se faire équilibre par 
le principe de d’Alembert , cet équilibre subsistera si 
l’on a 

M(v — u) = M' ( u — v' ) ; 
d’où l’on tirera pour la vitesse après le choc, 

Mv + MV 
U ~~ M -f-M' ‘ 

Si les corps allaient à la rencontre l’un de l’autre , v' se- 
rait négatif. 

358. Pour seconde application , cherchons les vitesses 
Fig. 153. qu’auraient deux corps M et M' (Gg. 173) , qui liés par un 

fil MEM'qui passe par une poulie de renvoi (E) glisse- 
raient sur deux plans inclinés AB , AC adossés l’un contre 
l’autre. 

Soit M g une droite qui , passant par le centre de gravité 
de M, représente la pesanteur g; la composante de £ suivant 
le plan incliné , est MR ; c’est la seule force qui agira 
sur M ; cette composante MR est égale à 

AD 

g X cos RMg = g X cos BAD =^X -^g-. 

Pareillement la composante de la pesanteur qui fait glisser 
M' sur le plan AC, sera g X ^7. 

Nommons AD , h \ AB , l ; AC , I : les forces accélératrices 
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qui agiront sur les mobiles M et M', seront donc 


gh 

L 


et 


g'* 

t ' 




Pour obtenir les vitesses qu’auraient ces mobiles , s’ils 
n’étaient pas liés l’un à l’autre , observons que l’équation 
qui détermine l’intensité d’une force accélératrice quel- 
conque étant en général , 



On tire de cette équation. 


dv = çdt. 

Dans notre cas, les forces accélératrices étant 


l 


et 


g 


nous aurons pour les vitesses qui seraient imprimées aux 
mobiles , s’ils étaient libres , 


Ÿ* 


et 




Or les vitesses perdues par ces mobiles étant égales à celles 
qu’ils avaient primitivement , moins celles qui leur restent, 
ces vitesses perdues seront 


dt — dv pour M, 
dt — dv' pour M'. 


Par le principe de d’Alembert , les quantités de mouve- 
ment qui correspondent à ces vitesses , doivent se faire 
équilibre ; et comme ces vitesses agissent en sens con- 
traires , il suffira d’égaler entr’elles ces quantités de mou- 
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vement ; ce qui nous donnera 

M (~ dt — dv) = M' (ÿ dt — dv') (aoG). 

Par la nature du problème , il existe une relation entre 
les vitesses inconnues v et v ; car le mobile M ne peut se 
mouvoir dans l’unité de temps d’une quantité v sans que M' 
ne se meuve de — v , puisque ces mobiles étant liés l’un a 
l’autre, il faut, lorsque M monte , que M' descende. Il suit 
de là que v' — — v ; ce qui donne 

dv = — dv ; 

substituant ces valeurs dans l’équation (206) , on obtient 
/M _ M'\ 

j V 7 r ) t A 

dv = -TvP+lvr h S dt > 

et en intégrant, on trouve 

/ M h M'h \ 

v = - V+M 

ou en représentant par G le coefficient de t , cette équa- 
tion peut être mise sous la forme 


v = Gt -f- C (207). 

Soit x l’espace OR parcouru dans le temps t , on aura 


dx 



donc 


dx 

dt 


= Gt + C; 


et en intégrant, 

x = iGt* -f Cf + C' (208). 
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D'après les équations (207) et (208) , on peut conclure que 
les circonstances de ce mouvement sont les mêmes que 
celles du mouvement des corps graves , avec cette différence 
que la force accélératrice , au lieu d’être g est G. 

35 g. Pour troisième application , proposons-nous de dé- 
terminer le mouvement de deux corps M et M', qui étant 
attachés l’un à la roue et l’autre au cylindre d’un tour , 
le tiennent en équilibre. 

,Cès deux corps étant sollicités dans l’instant dt par une 
force accélératrice qui n’est autre chose que la pesanteur , 
devraient , s’ils étaient libres , avoir chacun dans l’instant 
dt , la quantité de mouvement gdt. Soient dv et dv les 
vitesses effectives de ces mobiles ; elles leur communique- 
ront les quantités de mouvement M dv et M 'dv' ; par con- 
séquent les quantités de mouvement perdues seront 
M ( gdt — dv) et M' ( gdt — dv ). 

Ces quantités de mouvement devant se faire équilibre à 
l’aide du tour, nous aurons, en appelant r le rayon du 
cylindre , et R celui de la roue, 

M (gdt — dv) l M' (gdt — dv ) !î r ! R; 
nous tirerons de cette proportion , 

MR ( gdt — dv) = MV ( gdt — dv ) (20g). 

Comme il entre dans cette équation deux quantités incon- 
nues v et v, nous allons chercher une autre équation qui 
exprime entr’elles une relation. 

Pour cet effet , en considérant les vitesses dv et dv comme 
deux forces qui agiraient l’une sur l’autre à l’aide du 
tour , nous aurons 

r : R :: dv : dv' , 
ce qui nous donnera 


r 


a4o dynamique; 

Dans cette équation , dv et dv' doivent être de différens 
signes , parce que , lorsque dv fait descendre le poids M', dv 
tend à le faire monter. Ainsi en changeant le signe de 
dv , nous aurons 

dv'=-^- ; 

r 

substituant cette valeur dans l’équation ( 209 ) , nous 
trouverons 

MR ( gdt - dv) = M'r (gdt + ~y„ 

effectuant les multiplications et faisant passer les termes 
affectés de dv dans le premier membre , nous aurons 

— MRdv — M'Rdv = M’rgdt — MRg-dt ; 

d’où nous tirerons , après avoir changé les signes , 


dv — 


MR-M 7 g 
M' -f- M R 


Représentons par K la constante qui est le coefficient de 
g dt, cette équation deviendra 


dv = YLgdt , 


et en intégrant on obtiendra 

. v = K gt + C. 

Si à la place de v on met sa valeur ^ , et qu’après 

avoir multiplié par dt on intègre de nouveau , on trou- 
vera 

* = i Kgt a + Ct -(- C'. 


Ces résultats nous apprennent que ce mouvement est du 
même genre que celui que la pesanteur imprime aux 
corps , et n’en diffère que par l’intensité de la force 
accélératrice. 
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CHAPITRE XXI. 

Du Mouvement d’un Corps assujéti à tourner 
uniformément autour d’un axe jix^ 

36o. Lorsqu’un corps ou un système de points matériels 
liés les uns aux autres d une manière invariable, est assujéti 
à tourner uniformément autour d’un axe fixe qu’on sup- 
posera passer par le point A (fig. ,y 4) perpendiculaire- 
ment au plan de la figure, si l’on coupe le corps par une 
infinité de plans omn , o'm'n', o"m"n", etc. parallèles entre 
eux et perpendiculaires à l’axe fixe, les molécules m, m' 
m", etc. dans une révolution totale , décriront autour de 
l’axe fixe , les circonférences mcin , m'o'n', m"o"n", etc. et 
parcourront dans le même instantdes arcs d’un même nombre 
de degrés. Ces arcs étant proportionnels à leurs rayons , il 
en sera de même des vitesses qui animent les molécules 
Tn , m , m , etc. ; de sorte que si la distance eÀ de la 
molécule e à l’axe , est prise pour unité , et que nous ap- 
pelions « la vitesse de cette molécule , les vitesses des mo- 
lécules , m , m , ni, etc. placées à des distances r / 
r , etc. de 1 axe fixe , seront respectivement Ta , r'a, r"v, etc. 
Ainsi 1 on aura pour les quantités de mouvemeht effectives 
de ces différentes molécules , 

nia , mV* , m"r"à) , «te. 

Désignons par v, v', v"etc. les vitesses imprimées, les quan- 
tités de mouvement reçues seront mv, mv', mv", etc. Il 
faudra donc, d’après le second énoncé du principe de 
d’Alembert*, qu’il y ait équilibre entre mv , rôV, m’v", etc. 
et —mru, — m'/* , — mV» , etc. 

16 

■v * < <■ 


Fig. 174. 
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Pour obtenir l’équilibre entre ces quantités de mouve- 
ment , considérons d’abord la première , et représentons mv 
Fi«. i;:J. par une partie mf (fig. 174) prise dans la direction de cette 
•force et proportionnelle à son intensité ; abaissons du point/ - 
la perpendiculaire fh sur le plan de la section omn , et 
i^ommoos ç l’angl efmh , formé par mf avec ce plan, nous 
pourroi^ décomposer mf en deux forces , 

hf == mv sin <p parallèle à l’axe fixe , 
m/i c=s mv cos f située dans le plan omn. 

La première sera détruite par la résistance de cet axe , et la 
seconde aura.son effet; en appelant de même p', <p", <p", etc. 
les angles que les forces mv, m“v" , etc. font avec les plans 
omn, o"m"n", etc. , les quantités de mouvement impri- 
mées au mobile seront 

mv cos <p , mv cos f , m"v" cos <p" , etc. 

Ces quantités de mouvement , ainsi que les quantités de mou- 
vement effectives mr* , m'/at , mW, etc. se trouveront 
situées dans les plans omn, o'm'n', o“m"n", etc. 

Pour établir l’équilibre entre ces quantités de mouvement, 
nous remarquerons que puisqu’elles sont toutes situées dans 
des plans perpendiculaires à l’axe fixe, elles doivent produire 
sur cet axe le même effet que si tous les plans omn , o'm'n', 
o"m"n" , etc. n’en formaient qu’un seul ; par conséquent , 
en considérant ces forces comme situées dans le plan de la 
figure , il faudra , pour que l’équilibre puisse subsister entre 
elles , que la somme des momens qui tendent à faire tourner 
en même sens le système autour du point fixe A , soit égale 
à la somme des momens qui tendent à le faire tourner en 
sens contraire. 

Or les forces mrat , mV» , m"/ u , etc. qui dérivent toutes 
du mouvement commun imprimé au système , le*font tourner 
dans le même sens; et comme ces forces entraînent les points 
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m : m "> etc - âuivant les Circonférences mno , m'n'o' 

m r 0 > >. * r. * etc. sont des p'erpen^ 

culaires abaissees sur leurs directions; par conséquent la 
somme des momens des forces effectives est exprimée par 

wir^+m'r' 2 * + mV'°*+e te. = » (mr a +mV*- f-mV’-f etc.). 

Représentons par Xmr* la quantité qui est entre les paren- 
thèses ; nous aurons .Zmr» pour la somme des momens des 
forces effectives. C’est cette quantité qui doit faire équilibre 
a la somme ou à la différence des momens des forces 


mv cos <p , mV cos <p ' , m %" C03 ^ > 


etc. 


Pour déterminer cette seconde quantité, soient Az l'axe 
fixe (Gg. .76) et ml mT, mT, etc. les forces mv cos * , F*. 

C0s ^ » etc - situées dans les p )ans mn 

mno, m no , etc. perpendiculaires à l’axe fixe ; abaissons 
des points A, A , A , etc. pris dans ces plans sur l’axe fixe 
les perpendiculaires Al=p, A'l'=p' t A"l"= p “ etc sur 
les directions des forces muemç, mV cos <p', m "v" C0S ®" 
etc. , les momens de ces forces seront 

mu p cos <p, m'u'p' cos <p', m\"p" CO s <p a , etc. 

Représentons par 3 mvp cos <p la somme algébrique de ces 
momens ; c’est-à-dire celle qui a lieu , abstraction faite des 
aigries qui les affectent ; alors, cotnme nous l’avons expli- 
que , cette somme des momens devant faire équilibre à 
«Smr*, nous aurons 

•Smr 1 ss Xmvp cos <p ; 

d’où nous tirerons pour déterminer la vitesse angulaire , 

_ ~Zmvpcos<p 

" Zmr* *( aio )‘ 

3 61 Lorsque les forces mu, m'u', mV, etc. agiisent 
dans les plans omn, o'm'n', oW, etc., les angles <p, ç', 

16.. 
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<p", etc. sont nuis, et nous avons alors 


sin 

<p 

ZIZ 

0 > 

COS 

<p 

zz I 

sin 


— 

0 , 

cos 

<p' 

— 1 

sin 

<p u 

etc. 

0 > 

cos 

f 

etc. ; 


par conséquent l’équation (210) deviendra dans ce cas , 

’S.mvp 

a — — . 

Xmr* 


562. Si toutes les vitesses imprimées aux molécules du 
système sont égales et parallèles, comme cela arrive dans le 
cas où le système recevrait une impulsion unique qui le 
transporterait en ligne droite dans l’espace , s’il n’était pas 
retenu par l’axe fixe , nous aurons dans cette hypothèse , 

v = v' — v" = etc. ; 

et les momens des vitesses imprimées devenant 

mvp , m'vp', m"vp ", etc. = vXmp -}- m'p'-f- m"p"-\- etc. ) , 

la somme de ces. momens pourra être représentée par 
vSmp , et l’équation (210) se changera en 


i"6. 


vSmp 
2 m r" 


(211) 


Menons maintenant par l’axe fixe As un plan AK’ que 
nous ferons tourner jusqu’à ce qu’il devienne parallèle aux 
forces mv , m'v', m"v", etc., dont les directions sont repré- 
sentées dans la figure 176 par les droites ml, m't , m"l u , etc. 
On voit que les perpendiculaires p ,p', p", etc. abaissées des 
centres de section A , A', A", etc. sur les directions de ces 
forces, sont égales aux perpendiculaires mq, m'q', m"q", etc. 
abaissées des points m, m', m" , etc. sur le plan AK. Nom- 
mons q , q', q“, etc. ces perpendiculaires, et Q celle qui 
serait abaissée du centre de gravité du système sur le plan. 
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AK , et représentons par M la somme de toutes les molé- 
cules qui le composent , nous aurons , d’après la propriété 
des centres de gravité , 

MQ = tnq -f- m'q' + etc. 


et parce qu’on a , 

P = q , P' — <7' , P" — 9" , etc. , 
l’équation précédente deviendra 

MQ = mp -f- rti p' etc. = Smp. 


Substituant cette valeur dans l’équation (an), 
obtiendrons 


Al 


vMQ 

ïmr* 


( 313 ). 


noua 


363. Il pourrait arriver qu’une parfie seulement des 
■molécules m , m', m", etc. eussent reçu la vitesse v ; alors 
M ne serait plus la somme des molécules du système , 
mais celle des molécules auxquelles les vitesses auraient 
été imprimées , et Q représenterait la perpendiculaire 
abaissée du centre de gravité de cette partie du système 
sur le plan AK. # 

Il nous reste à indiquer les moyens de déterminer l’ex- 
pression Smr® qu’on appelle le moment d'inertie : c’est ce 
qui va être l’objet du chapitre suivant. 


CHAPITRE XXII. 

Du Moment cT Inertie, 

» ' 

v • • 

364- Le moment d’inertie d’un corps étant la somme 
des produits de tous les points matériels qui le composent 
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par las carrés de leurs distances respectives à l’axe da 
rotation , nous l’avons représenté par Imr 1 . Gn peut , dans 
cette expression , remplacer la molécule m par l’élément 
dm de la masse , et alors le moment d’inertie sera donné 
par l’intégrale de l’expression fir'dm. 


365. Pour premier exemple , cherchons le moment d’iner- 
Fig tie d’une droite CB ( fig. 177) par rapporté l’axe AZ , 
auquel le plan CAB est perpendiculaire. 

Soit AB = h une perpendiculaire abaissée du point A 
y sur la direction de la droite , et BP = x la distance du 
point B à un point quelconque de cette droite , noua 
aurons 

PA S = 


C’est cette expression qu’il faut multiplier par l’élément 
dm du corps. La masse, dans ce cas-ci, étant une ligne 
droite , n’a d’étendue que dans le seul sens de B en C ; 
par conséquent dm sera la différence infiniment petite 
dx qui existe entre les abscisses consécutives x r= BP et 
x -f- dx — BP*. Ainsi en multipliant dx par h 1 - f-x*, on 
aura pour le moment d’inertie de la ligne droite CB , 

J\ h* -f- x*) dx —hfx + ^ + C. 

On déterminera cette intégrale de manière que la droite 
soit comprise depuis le point B oui = o, jusqu’au point 
C ou x = a , et le moment d’inertie de la droite BC 
sera 


A’a -f- 


3’ 


366. Déterminons encore le moment d’inertie de l’aire 
Fig. 178. d’un cercle CBD (fig. 178) par rapport à un axe AZ qui 
passerait par son centre et qui serait perpendiculaire à 
3 sa surface. 
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Soit m un point quelconque dont nous représenterons la 
distance m A à l’axe par x ; les surfaces des cercles décrits 
avec les rayons x et x -f- dx auront respectivement pour 
expressions 

sm* et % ( x + dx )*. 

La différence de ces surfaces, en négligeant les infiniment pe- 
tits du second ordre sera 2irxr£r.Cette expression représentera 
une zone élémentaire dont tous les points seront distans de 
l’axe fixe , d’une quantité égale à x ; par conséquent , en 
multipliant par x* cette zone élémentaire , nous aurons 
üxx^dx pour la différentielle du moment d’inertie cher- 
ché. Prenant l’intégrale depuis x=o jusqu’à x = a, nous 
trouverons i ara* pour le moment d’inertie du cercle décrk 
avec le rayon a autour de l’axe des x. 

Ces exemples suffiront pour faire concevoir comment la 

détermination des momens d’inertie peut toujours se ramener 

à de simples problèmes de calcul intégral QicQ. 

• 

367. Lorsque l’on connaît le moment d’inertie d’un corps 
à l’égard d’un axe qui passe par son centre de gravité, on 
peut déterminer le moment d’inertie de ce corps par 'rapport 
à un autre axe parallèle au premier. 

Pour cet effet, soient GP et CK (fig. 179) deux axes Fig 179. 
parallèles dont le premier passe par le centre de gravité G 
du corps ; plaçons au point G l’origine ; prenons l’axe GF 
pour celui des z , et menons par un point quelconque m 
du corps , un plan m KF parallèle à celui des xy \ ce 
plan rencontrera les axes GF et CK en deux points F 
et K , et les distances du point m à ces axes seront me- 
surées par les droites mK et mF que nous appellerons r 
et r'. Abaissons du point m J a perpendiculaire mE sur 
le plan des x , y. Il est évident que les triangles ECG , 
mKF seront égaux , comme formés par des côtés parallèles. 

Ainsi nous, pourrons substituer les côtés du premier de ces 
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triangles à ceux de l’autre. Cela posé , nommons 

* et S , les coordonnées GD et DC du point C , 
x et y, les coordonnées GP et PE du point E, 
et a, la distance CG des deux axes , 

nous aurons 

GC* = GD* + DO , GE 1 = GP* + PE*, 
ou 

a* = ** + g» , r'* = x» + y>...( ai 3 ). 

D’une autre part , considérant la droite CE qui passe par 
deux points dont les coordonnées sont respectivement 
$ , y et u , C ; la valeur r de CE nous sera donnée par 
l’équation 

r*.= (*-«)* + (y—CY, 

ou en développant , 

r* == x* -f- y* — 2*x — aC y 4 «* + f>; 

réduisant au moyen des équations (ai 3 ), celle-ci de- 
viendra . 

r* = /* — 2«x — affy 4- a’ ; 

* 

multipliant par dm et intégrant , on trouvera 

fr^dm.— fr *dm — 2 ufxdm — 2 Qfydm + a? [dm . . . . (ai4) ï- 

les expressions fxdm et fydm qui entrent dans cette équa- 
tion sont nulles : c’est ce qu’il est facile de démontrer 
par les considérations suivantes. Soient x et y les coor- 
données d’un élément dm de la masse M : les momens 

x • 

de cet élément par rapport aux axes des x et des y , seront 
respectivement ydm et xdm •, par conséquent les coordon- 
nées x, et y t du centre de gravité de M se trouveront 
déterminées par les équations • 

Mx / = fxdm y îily, = fydm. 
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DU MOMENT D’INERTIE. 9^9 

Or , dans notre cas , les coordonnées x / et y t sont nulles , 
puisque le centre de gravité est à l’origine; nous avons 
donc 

fxdm — o , fydm = o. 

Réduisant l’équation (21 4 ) au moyen de ces valeurs, £t 
observant que fdm représentant la somme des élémens 
de M , cette expression n’est autre chose que M ; l’équa- 
tion (214) deviendra 

fr'dm = fl* dm -f- Ma* (21 5 ), 

fl*dm étant le moment d’inertie du corps M par rapport 
à l’axe GF qui passe par le centre de gravité , concluons 
que lorsque l’on connaît ce moment d’inertie , on peut 
toujours déterminer le moment d’inertie fldm pris par 
rapport a un autre axe CR dont la distance à l’axe GF serait 
connue. 

En mettant l’équation (21 5 ) sous la forme 

/w» = m + ■ 

, fl* dm 

on est convenu , pour abréger , de représenter — ^ — 

par fc*. Ainsi en adoptant cette notation, nous irons à 
l'avenir que le moment d’inertie , pris par rapport à un 
axe quelconque , sera donné par la formule 

• • fldm == MCfr + o 1 ).' 

. V# 
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CHAPITRE XXIII. 

Du Mouvement d’un Corps qui • se meut d'une 
manière quelconque autour d’un axe Jixe. 

368. Supposons maintenant que différentes forces accé- 
lératrices agissant sur les points du système, le fassent 
tourner avec un mouvement varié autour de l’axe fixe 
Fig. 180. Aa(fig. 180 ) -/chaque point m décrira autour de l’axe 
fixe , un cercle mno qui sera perpendiculaire à cet axe , 
et le coupera en un «point C. Soit <p la force accéléra- 
trice qui agira sur m, et f' l’angle TmP qu’elle formera 
au point m avec l’élément du cercle mno. Nous pouvons 
décomposer <p en trois forces ; la première parallèle à 
l’axe fixe , et qui par conséquent sera sans effet ; la se- 
conde dirigée suivant le rayon mC , et qui sera détruite 
par la résistance du point C ; la troisième dirigée suivant 
l’élément de la courbe , et qui aura pour expression <p cos/. 
Cette dernière sera la seule composante de <p qui tendra à 
faire mouvoir le point m autour de l’axe A z. 

Npmmons » la vitesse angulaire qui a lien au bout du 
temps t , et r la distance Cm de la molécule dm à l’axe 
de rotation ; la vitesse de dm , au bout de ce temps , sera 
exprimée par r» , art. 36o , et dans l’instant dt , cette vitesse 
s’accroîtra de celle qui lui sera imprimée par la force ac- 
célératrice. Or si ce mobile était libre , la force accélé- 
ratrice <p cos ê' lui communiquerait , dans l’instant dt , une 
vitesse représentée par <p cos J '. dt (*) ; par conséquent 


(*) Il faut se rappeler que quelles que soient la vitesse dv et la 
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MOUVEMENT VARIÉ AUTOUR D’UN AXE. »5l 
l’élément dm , à l’expiration du temps t -\-dt, s’échappe- 
rait suivant la tangente à la courbe avec une vitesse égale 
à r»+ <p cSs S~.dt - } mais comme dm est lié au système , sa 
vitesse effective , au bout du temps / -+• dt , n'est exprimée 
que par ru -+• rdu. Ainsi dans le temps t -4- dt , la quan-' 
tité de mouvement effective de dm est (r« -f- rdu) dm. 
Ce que nous disons de dm pouvant s’appliquer aux autres 
molécules , il faudra que les quantités de mouvement 

S ( ru <p cos i'. dt) dm , 

d’après le second énoncé du principe de d’Alembert, soient 
mises en équilibre par les quantités de mouvement 

S ( ru ■+• rdu ) dm , 

prises en changeant leurs directions ; c’est-à-dire , en les 
regardant en général comme si elles agissaient dans un 
sens contraire à celui du mouvement du corps , sauf, si 
le cas l’exige , à changer ensuite les signes de forces qui 
n’agiraient pas dans le même sens que les antres. 

Or , pour que ces deux sortes de quantités de mouve- 
ment , dirigées en sens contraire , se fassent équilibre au- 
tour d’un axe fixe , il faut que leurs momens , pris par 
rapport à cet axe , donnent des produits égaux ; et comme 
les forces agissent suivant les élémens des cercles décrits 
par les points matériels , ces forces sont censées perpen- 
diculaires aux rayons des circonférences décrites par les élé- 
mens : il suit de là qu’il suffit de multiplier les expressions 
précédentes par ces rayons , pour avoir les momens cherchés. 

■ — r— — 

force accélératrice p , on a en général , art. as; , 

* 

dt* * 

9 = , d’où l’on tire dv — çdt. 

Ainsi lorsque la force accélératrice est a cos t, nous avons donc aussi 
ç cos t.dt pour l’accroissement infiniment petit de la vitesse. 


4 
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formant les équations des momens , on aura 

S ( r 3 * -f- rç cos f . dt) dm — 2 (r*« -f- t*dB) dm , 
équation qui se réduit à 

2np cos J'.dt dm = 'Zr^dadm. . . . .*(216). 

Le temps dt et la vitesse angulaire du étant les mêmes dan* 
tous les termes , on peut les mettre en dehors -, et comme 
on a à sommer une suite de quantités infiniment petites , 
on pourra changer X en f, et l’on obtiendra 

dt f r<p cos S'.dm = dufr % dm : 
on tire de cette équation 


du fr<p cos «T. dm 

dt fr*dm * 


. v .(ai7). 


Pour effectuer les intégrations indiquées , il faudra que , 
outre la position des diflférens élémens du corps , on con- 
naisse par la nature du problème , la force accélératrice 
qui agit sur chaque molécule , ainsi que la direction S ' de 
cette force : c’est ce que nous allons examiner dans le 
chapitre suivant. 


« 

CHAPITRE XXIV: 

Du Pendule composé. 

36 q. Le pendule composé est un corps ou système de 
* points matériels qui , étant soutenu par une droite in- 
Fig- 181. flexible AB (fig. 181) , fait des oscillations autour d’un 
point fixe A. Dans ce mouvement , les points matériels m , 
m', m”, etc. décrivent des arcs de cercle mit, mn , m"n" i etv. 


•\ 
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situés dans des plans parallèles-, et dont les centres sont sur 
un même axe horizontal RL perpendiculaire à ces plans. 

Ainsi lorsque le mobile CED ne serait soutenu que par le 
point A, nous pouvons toujours imaginer qu’il se meut autour 
d'un axe fixe KL. 

370. Rapportons maintenant le mouvement du pendule 
composé à trois axes rectangulaires Cx , Cy, Cz (fig. 182). Fig. 18a, 
Supposons que ces deux derniers soient dans un plan ho- 
rizontal ; alors l’axe des x sera vertical , et par conséquent 
le plan des xy le sera aussi. 

La force accélératrice , pour tous les points du système , 
étant la pesanteur , nous aurons 

q> = ip' = <p" = ç” etc. = g. 

La force qui sollicite la molécule m se trouvant donc paral- 
lèle à l’axe Cx , nous pouvons représenter l’intensité de 
cette force par la partie mg de sa direction ; alors l’angle 
J' sera égal à Tmg , et si l’on mène la perpendiculaire jiiD 
sur l’axe Cx , comme les angles CmD et Tmg 1 sont l’un et 
l’autre complémens de TmD , ces angles seront égaux , 
et l’on conclura que CmD = «fc; par conséquent l’équation 


deviendra 
ou plutôt 


Dm = Cm cos CmD 
Dm = Cm cos S , 
y = r côs 


La valeur de cos donnée par cette équation et celle 
de <p étant mises dans l’équation (217) , nous obtiendrons 
d» fgydm 

dt fr'dm ’ 

ou , parce que g est constant , on aura 

_ gfydm (*) . 
dt fr*dm 


1 


(*) Pour mieux concevoir comment on a le droit de mettre g er» 
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Observons que y dm étant le moment de l’élément dm par . 
rapport à l’axe des x , si nous appelons y t l’ordonnée du 
centre de gravité par rapport à cet axe , et M la masse 
de tout le système , nous pourrons remplacer fydm par 
M y t , et notre équation deviendra 


* _ 

dt fr'dm * 


(218). 


Enfin , fr’dm étant le moment d’inertie par rapport à 
l’axe A z , ce moment art. 367 peut être représenté par M 
( k* a’). Substituant cette valeur dans l’équation (217), 
nous aurons 


<]» _ gy, 
dt k* a 


(arg). 


571. Nous avons vu, art. 367, que dans l’expression 
M ( k* ) du moment d’inertie , a représentait la dis- 
Fig. 179. tance CG ( fig. 179 ) de l’axe CK à l’axe GF qui passe- 
rait par le centre de gravité. Or dans le mouvement 
du corps , le centre de gravité , comme tout point du 
système , étant asstqéti à décrire un arc de cercle situé dans 
un plan perpendiculaire à l’axe fixe , si l’on représente ce 
Fig. i 83 . plan par xCL ( fig. i 83 ) , le rayon du cercle décrit sera 
CG = a , et l’ordonnée DG deviendra celle que nous 
avons désignée par y t ; par conséquent , d’après la pro- 
priété du cercle , nous aurons 

y. = y ne*,— x;. 


» 


dehors, si noas remontons h l'équation "'il 6 , nous verrons que f , 
qui représente g dans cette équation , devient un facteur commun à 
tous les termes renfermes dans son premier membre , et qu’alors il est 
permis d’écrire ainsi cette équation , 

fj-r cos tdldm = Ir'dadm. 

♦ « . 

e peut donc aussi se meure eu dehors dans l’équation (ai;}. 


/— 
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D’une autre part, si nous appelons s l’arc décrit par le 

ds 

point G , la vitesse de ce point sera Or nous avons vu , 

art. 36 o , que la molécule située à une distance r de l’axe 
fixe , avait pour vitesse ru ; d’où il suit que la vitesse du 
centre de gravité sera exprimée par au. Ainsi nous aurons 


o« — - 


ds 
dt * 


et par conséquent, 


ds 

adt * 


substituant dans l’équation (a 19 ) ces valeurs de a et de 
y , , nous la convertirons en 


d*s g \/ aax / — x* 

adt* ~ k*-\ -a* 


. (aao). 


37a. Pour intégrer cette équation, nous multiplierons 
ses deux membres par o.ads, et nous trouverons 

ds * 
dF 


ou 


* ~ fw+âï ds V^ax—x* ( 221 ). 

On ne peut déterminer l’intégrale renfermée dans le second 
membre de cette équation , que lorsqu’on a exprimé s en 
fonction de x t j c est a quoi l’on parvient au moyen des 
équations 

ds = \/ dx; -f dy* , y t — l/ 2 ax] — x /, 
et en opérant comme dans l’art. 34 o , on trouvera 


ds. = 


adx. 


/ 2ax t 


substituant cette valeur dans l’équation (22 1 ), nous ob- 
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v— fr^ê-dx, 

J k'+a* '* 

et en effectuant l’intégration indiquée , nous trouverons 

*■ = - + c < aaa >’ 

Pour déterminer la constante , soit EB — b ce que devient 
ar / lorsque la vitesse v est nulle ; l’hypothèse de v — o et 
de x, = b nous donnera 

' - ù a + a“’ 

et par conséquent l’équation (322) deviendra 
ds 


v 1 ou 

d’où l’on tirera 
= 


( 223 ), 


ds 


x /jËK-(b- x ) 

cette équation s’intégre facilement dans le cas où les oscilla- 
tions sont très-petites , ainsi que cela a lieu ordinairement ; 

car en mettant pour ds sa valeur — qu’on obtient 

y zax l 

en effaçant x t , comme très-petit devant 2a , dans la valeur 

1 adx 

ds = ■. — -/ . 

y {a a — x t )x t . 

l’équation ( 29 . 3 ) deviendra 

2 dx 


dt — — 


\/\ 


IF?* <*-*'>*' 
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DU PENDULE COMPOSÉ, 
on pourra la mettre sous la forme 

oj, 


«57 


àt = — i \/— 


±£ 

°ë 


ÿ{b — x t )x t 


•(23 4). 


373. En comparant cette équation à l’équation (191) , 
page aa3 , on voit qu’elles ne diffèrent que par la partie 

- de l’une , qui dans l’autre est remplacée par ■ ■ ■ G -, 

g «S . 

Il en sera donc de même des intégrales de ces équations 

dans lesquelles les constantes se déterminent par la même 
condition de f = o quand x — b. Par conséquent, si nous 
appelons l la longueur d’un pendule simple ; c’est-à- 

dire si la constante - de l'équation (191) est ici rempla- 
l ^ 

cée par - , et que l’on détermine l par la condition 

i = E±i\......( a3 5), 

g a S 

le pendule simple et le pendule composé feront leurs 
■oscillations dans le même temps. L’équation (aa5) nou9 
donne alors 

i = ï±£. 


Ainsi , par cette formule , on peut toujours trouver la lon- 
gueur du pendule simple, qui ferait ses oscillations dans 
le même temps que le pendule composé. 

374. Si à une distance l de l’axe de suspension , on 
mène à cet axe AB (fig. 184) une parallèle EF, cette Fig. 184. 
parallèle aura la propriété que tous les points qu’elle ren- 
fermera , feront leurs oscillations comme s’ils étaient 
libres -, car , d’après ce qui précède , on voit que ces points 
sont autant de pendules simples qui agissent simultanément. 

l 7 

iü 
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On les appelle centres d'oscillation , et la droite EF est 
taxe d oscillation. 

3y5. Les axes de suspension et d’oscillation sont réci- 
proques; c’est-à-dire que si l’on prend l’axe d’oscillation 
Fig- 184. EF (Eg. 184) pour axe de suspension , l’axe d’oscillation se 
trouvera à une distance MX égale à CD. 

Pour le démontrer , nous avons vu , art. 373 , que la 
distance CD de l’axe d’oscillation à l’axe de suspension , 
était donnée par l’équation 


l 


a' + k 1 
a 


(226). 


Mais si l’on prend l’axe EF pour axe de suspension, le corps 
changera de position ; car EF est une droite déterminée dans 
ce corps ; et comme nous ignorons si le nouvel axe d’oscil- 
lation passera encore à une distance MX = CD de EF , 
représentons cette distance inconnue MX par F, et par a' 
la distance du centre de gravité à EF ; nous aurons , d’après 
la nature du centre d’oscillation , 


l = 


a' % 4- A* 

7 — 

a 


(227). 


Cela posé , l’équation (326) nous montrant que l surpasse a, 
il s’ensuit que le centre de gravité doit être compris entre les 
axes de suspension et d’oscillation ; par conséquent il existera 
entre a et a' la relation 


û + s' = /, 


nous tirerons de cette équation 

a’ — l— a. 

Au moyen de cette valeur , l’équation (227) deviendra 


ï =a 


{l — g )* -f A* 
l — a 


.(228). 


\ 
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D’une antfe part , l'équation (aa6) nous donne 



* 5 . 9 ' 


on peut donc changer la valeur de ï en 



a 

k* 

et en divisant tous les termes par —, on obtient 



par conséquent lorsque EF est pris pour axe de suspen- 
sion, l’axe d’oscillation KH passe à une distance MX de 
EF qui est précisément la même qui séparait les deux 
axes AB et EF. 


} 


CHAPITRE XXV. 

Du Mouvement d’un Corps libre dans F espace.' 

376 . Lorsqu’un corps M ou système de corps sp meut 
librement dans l’espace , et que le point m du système s’est 
transporté de m en m! (fig. i85) , si les autres points du Fig. i85. , 

système ont changé de position , comme ils sont tous liés 
invariablement au point m , ils n’auront pu prendre cette 
nouvelle position que par un mouvement de rotation autour 
du point m , mouvement qui se sera effectué dans le trajet 
que m aura employé à parvenir de m en m. Si ce mouve- 
ment de rotation n’avait pas eu lieu , le corps se serait 

1 1 7-* 
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transporté parallèlement à lui-même. On peut donc con- 
cevoir le mouvement d’un corps comme composé de deux 
autres , l’un qui transporterait toutes les molécules du système 
parallèlement à elles-mêmes, et l’autre qui leur imprimerait 
un mouvement de rotation autour du point m. Dans ce mou- 
vement de translation', le point m n’étant pas affecté du 
mouvement de rotation, conservera sa vitesse primitive. 
C’est en vertu de cette vitesse que si le mouvement de 
rotation, introduit par cette hypothèse, n’eût pas eu lieu, 
tous les autres points du système se seraient mus en ligne 
droite dans l’espace. 

Le point m autour duquel on suppose que tourne le sys- 
tème étant donc arbitraire , nous prendrons pour ce point 
le centre de gravité , parce qu’en général il jouit de plus 
de propriétés que les autres points du système. 

377. Le problème se réduisant à déterminer ces deux 
sortes de mouvement , le principe de d’Alembert nous 
servira d’abord à trouver les équations du mouvement du 
centre de gravité. Pour parvenir à ce but , décomposons 
toutes les forces accélératrices qui agissent sur une molé- 
cule dm en trois forces X , Y , Z parallèles aux axes coor- 
donnés ; les vitesses imprimées à dm , dans l’instant dt , 
seront Xdt , Y dt , Z dt ; par conséquent , nous aurons pour 
les vitesses imprimées au bout du temps t -f- dt , 

% + **■ % + Ydt ' t,+™' 

’A l’égard des vitesses effectives , au bout du même temps 
elles seront . 



par conséquent nous aurons pour les quantités de mouve- 
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ment perdues par dm au bout du temps t -f- dt , 

(Xdt — d~^ dm, 

-*%)**. 

(z, dt — d~^ dm. 

Ce que nous disons de la particule dm pouvant s’appli- 
quer à toutes les autres , si nous rassemblons toutes les 
composantes du système qui agissent suivant l’axe des x, 
la somme des quantités de mouvement perdues dans le 
sens de l’axe des x , sera exprimée par 

J' (xdt — e ^^') d m (329). 

De même les sommes de quantités de mouvement perdues 
parallèlement aux deux autres axes , seront respectivement , 

/ (V dt — d ^ dm ( 230 ), 

J'^Zdt — d dm (n 3 i). 

Or dans le mouvement du centre de gravité en ligne droite» 
il suffit, pour établir l’équilibre, que les trois sommes de 
toutes les composantes des forces ou quantités de mouvement 
parallèles aux axes , soient nulles séparément ; car alors 
l’un des points du système ne pourra se mouvoir en aucun 
sens , et l’équilibre s’introduira nécessairement dans le 
système. Ainsi en égalant à zéro les expressions (229), 
( 23 o) et ( 23 i) , nous établirons la condition que le sys- 
tème ne peut se mouvoir en vertu des quantités de mou- 
vement que nous ayons déterminées ; ee qui nous fournira 
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Pour exprimer ces équations en fonctions des coordonnées 
ce,, y, et du centre de gravité, nous avons, par les 
propriétés de ce centre , 


Mr ( = fxdm , My y = fydm , Mz ( = fzdrn ; 

difFérentiant deux fois de suite ces équations par rapport 
au temps , nous regarderons M et dm comme des cons- 
tantes , puisque, lorsque le temps et l’espace varient, le 
corps en se mouvant "est toujours censé conserver la même 
forme ; ce qui fait que M et dm restent dans le mêpe état. 
Çn opérant ainsi , nous obtiendrons 


M 


d?x C d*x , 

— -rr dm, 

d? J dl * * 


d*x 
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combinant ces équations avec les équations ( a 3 a ) , nous 
trouverons 

M 

M &=/Y*. 

H &=/*** 

Ces équations déterminent le mouvement du centre de gra- 
vité du corps M ; car étant intégrées , elles nous font con- 

» i . <£r. dy, dz . , . , 

naître les vitesses du centre de gravite pa- 

rallèlement à chacun des axes. 



378. Les équations ( 233 ) nous donnent les moyens de 
démontrer une propriété remarquable du centre de gravité. 
Pour cet effet , soient X, , Y, , -Z, les composantes de la ré- 
sultante de toutes les forces accélératrices, nous avons 


MX, = fXdm , MY, = fYdm , MZ, = fldm ; 

éliminant la partie intégrale entre ces équations et les 
équations (» 33 ) , oq, obtiepdra 


d*x t 

1F~ 


= X. 


d '.Y / _ y 


d?z / 

~dt* 


,( 234 ). 


Or si toutes les forces motrices étaient immédiatement 
appliquées au centre de gravité parallèlement à leurs di- 
rections , elles auraient pour composantes X,, Y,, Z,, et 
les équations du centre de gravité qui se trouveraient celles 
d’un point matériel , se détermineraient par les équations 
(114), art. 259, et seraient précisément les mêmes que 
les équations (234) ; d’où il suit que le centre de gravité 
se meut comme si toutes les forces du système lui étaient 
immédiatement appliquées. 
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379. Pour déterminer les équations du mouvement de 
rotation , nous considérerons le cas le plus fréquent du pro- 
blème général ; c’est celui où lç corps est mu par une force 
accélératrice qui ne passe pas par le centre de gravité ; 

Fig. i 80 . alors en menant par le centre de gravité G (Eg. 18S) une 
perpendiculaire GL sur la direction de la force accélé- 
ratrice, la force MN tendra à faire tourner LG autour du 
centre de gravité G, et fera décrire au point L le cercle 
LKII ; ce point L , en tournant , imprimera donc au mobile 
un mouvement de rotation autour d’un axe qui serait per- 
pendiculaire au plan du cercle LHK, et qui passerait par 
le point G. Cet axe étant Exe, nous pouvons déterminer le 
mouvement de rotation autour du point G; car soient v la 
vitesse imprimée au centre de gravité par la force accélé- 
ratrice , Q la perpendiculaire GL , M la masse du corps , 
et fr'drn son moment d’inertie, la vitesse angulaire sera 
donnée par la formule 

vMQ . / * 

* 7 ~ ffdrn ’ 

le moment d’inertie étant pris par rapport à un axeytjui 
passe par le centre de gravité , se réduira à MA 1 , et l’é- 
quation précédente deviendra * 



telle est l’équation qui déterminera la vitesse angulaire 
lorsqu’on aura calculé la vitesse v du centre de gravité 
au moyen des équations (2 3 3 ) , modifiées convenablement 
pour ce cas. 

FIN DE LA SECONDE PARTIE. 
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TROISIÈME PARTIE. 

t 

NOTIONS 

SUR LA. THÉORIE DES FLUIDES. 

♦ 

CHAPITRE PREMIER. 

De la pression qu’exercent les Fluides . 

38o. Os appelle fluide un assemblage de particule» 
matérielles qui cèdent à la moindre pression, et qui sont 
mobiles en tous sens. 

Lorsque ces molécules matérielles ont de l’adhérence 
entr’elles , les fluides ne sont pas dans un état de fluidité 
parfaite ; c’est pourquoi nous ferons abstraction de cette 
adhérence. 

38 1 . On divisé les fluides en fluides incompressibles et 
en fluides élastiques. Les fluides incompressibles sont ceux 
qui occupent toujours le même volume, lorsque la tem- 
pérature est constante ; parmi ces fluides on range le mer- 
cure , l'eau , le vin , l’huile , etc. 

Les fluides élastiques sont ceux qui peuvent changer de 
figure et de volume ; on met au nombre de ces fluides l’eau 
ïéduite en vapeurs , l’air et les différens gaz. 

3fia, Soit un vase ABCD (Eg. 187 ) entièrement fermé F‘S- ‘ s 7« 
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et rempli d’un fluide que nous supposerons être sans 
pesanteur : si l’on fait deux ouvertures EF et HI d’égales 
superficies , et qu’on y applique les pistons K et L pres- 
sés par des puissances égales RK , SL dirigées perpendicu- 
lairement aux superficies HI , EF ; ces puissances resteront 
en équilibre. Il faut donc que la pression exercée sur 
la surface EF se communique à la surface HI par l’in- 
termédiaire du fluide ; ce qui ne peut être , à moins que 
les particules des fluides n’éprouvent partout la même pres- 
sion. On peut donc , d’après cette expérience , établir la 
proposition suivante : La propriété qui caractérise les fluides 
est que , lorsqu’une puissance est appliquée à un fluide , 
elle y exerce une pression qui se transmet dans tous les 
sens. 

383. Examinons maintenant comment cette propriété qui 
est connue sous le nom de principe tf égalité de pression, 
peut être exprimée par une équation. Pour cela , consi- 
Fig. iSS. dérons un flnide qui reposerait dans un vase AL (Gg. 188 ) 
construit en forme de parallélipipède , et dont la base ABCD 
serait horizontale. Supposons qu’à la partie supérieure F.H 
, du fluide, on ait appliqué un piston qui presse cette base 
sur tous ses points ; nommons P un poids qui agirait sur 
ce piston perpendiculairement à la surface de sa base ; 
cette base sera pressée comme si le poids P lui était im- 
médiatement appliqué , et chacun- de ses points supportera 
une pression proportionnelle à son étendue -, de sorte que 
si nous appelons A la surface ABCD, et a une partie 
A bcd de cette surface , et que p soit la pression que sup- 
porte a , on déterminera p par la proportion suivante : 

a : a :: p : p. 

Prenant a pour unité de surface , nous aurons 


P 
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par conséquent si « représente le rapport de la surface 
A b'c'd' à la surface A bcd prise pour unité , la pression 
P' que supporte la surface A b'c'd' sera donnée par l’équa- 
tion 

Ÿ — p* (a35); ^ 

et comme toutes les parties de la masse fluide doivent être 
également pressées , il en résulte que si la surface », au 
lieu de se trouver sur la base du vase , était située sur ses 
parois latérales , on aurait encore pu pour la pression qui 
agirait contre cette surface latérale. 

384- Dans le cas où la surface « est infiniment petite 
elle peut être représentée par le rectangle élémentaire 
dxdy ; d’où il suit que pdxdy est la pression exercée par' 
le piston contre un élément du vase , en quelque part que 
cet élément soit situé , et lors même que la surface de ce 
vase serait composée de surfaces courbes. 

385. Dans ce qui précède , nous n’avons eu égard qu’à 
une pression P appliquée à la surface du fluide ; mais 
si le fluide était sollicité par différentes forces accéléra- 
trices , le fluide cesserait d’être également pressé dans tous 
les sens. Dans ce cas, il éprouverait deux sortes de pressions; 
i°. celle qui dérive de la pression P ; 2 0 . celle qui est pro- 
duite par les forces accélératrices. Cette seconde pression 
est en général variable d’une molécule à l’autre ; ce qui 
revient à dire que chaque molécule peut être soumise à une 
force accélératrice quelconque. 

386. Pour donner un exemple de cette seconde espèce de 
pression , supposons que le fluide contenu dans le vase 
ABDC (fig. 187 ) devienne pesant; alors on devra con- Fig. 187 V 
sidérer chaque molécule comme animée par une force 
accélératrice due à l’action de la pesanteur. 

Nous verrons par la suite t lorsque nous parlerons des 
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fluides pesans , que le principe d'égalité de pression est 
bien modifié par cette circonstance. Il suit de ce qui pré- 
cède , que dans le cas où l’on considère de* forces accé- 
lératrices, p doit être , en général , regardé comme variable ; 
ce qui n’empécjje pas que p ne représente toujours la pres- 
sion sur l’unité de surface de la molécule dm qui se rap- 
porte aux coordonnées x, y , z, correspondantes à p. 


CHAPITRE II. 

Des Equations générales de V équilibre des Fluides» 

387. (jONSIDÉRONS maintenant une molécule fluide qui 
étant sollicitée par plusieurs forces accélératrices, serait 
mise en équilibre dans une masse fluide , et cherchons 
les équations de condition qui dans ce cas doivent avoir 
lieu. 

Pour cet effet , supposons que le plan des x , y soit 
horizontal et situé au-dessus du fluide que nous concevrons 
comme partagé en petits parallélipipèdes élémentaires , par 
des plans parallèles aux trois plans coordonnés. Soient dm 
la masse de l’un de ces éiémens , et x, y , z ses coordon- 
nées ; le volume de cet élément sera exprimé par dxdydz\ 
en le multipliant par la densité D supposée constante dans 
cet élément , nous aurons , art. 1 28 , D dxdydz pour l’ex- 
pression de la masse élémentaire du fluide ; ce qui noua 
donnera cette équation 

dm = Ddxdydz (a 3 G). 

Cela posé , soient X , Y , Z les forces accélératrices qui 
agissent sur l’élément dm et qui sont supposées constantes 
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dans toute l’étendue de cet élément. En multipliant ces 
forces par la masse dm , nous aurons, art. 298, Xdm , 

Y dm et 7 Am pour les forces motrices qui doivent contre- 
balancer les pressions que le fluide exerce sur les six faces 
de l’élément. La surface supérieure dxdy (fig. 189) étant,., 
prolongée jusqu’à ce qu’elle devienne égale â l’unité de 18189 * 
surface représentée par BC , imaginons que la pression que 
supporte dxdy soit la même dans toute l’étendue de BC , 
et nommons p cette pression que supporte BC. Lorsque 
1 ordonnée BD = z se changera en DE e = z + dz , la 
pression p qui varie avec z deviendra 


+ È dz > 


et exprimera la pression de l’unité de surface sur la base 
EF du parallélipipède. 

Par conséquent , pour avoir les pressions sur la surface 
supérieure BGet siir la surface inférieure EF de l’élément, 
il faudra multiplier ces surfaces BGet EF égales chacune 

a dxdy , par les pressions p et p-j-^dz qui agissent 

l'une sur le plan de BG et l’autre sur le plan de EF , et 
1 on aura pour ces pressions que supportent BG et EF , 


^ pdxdy et (p -j- ^ dzÿ dxdy ; 
la différence de ces pressions verticales sera done 
% dzdxdy ; 

et comme elle doit faire équilibre à la force motrice ver- 
ticale , on aura 

dl dzdxd y — Z dm ; 

et en mettant pour dm sa valeur donnée par l'équation (a 36 ) 
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et en réduisant , on trouvera 


l = DZ - 

Pareillement , en nommant q et r les pressions latérales 
exercées sur l’unité de surface , et qui agissent contre le* 
faces dxdz et dydz, on obtiendra 




Nous avons vu , art. 386, que la pression sur l’une des 
faces se composait non-seulement de la pression qui se 
distribue également sur tout ce fluide , mais encore de la 
pression exercée par l’action des forces accélératrices. Ainsi 
pour évaluer la pression qdxdz qui agit sur la face dxdz , 
on voit que cette pression se compose , i°. d’une pression 
égale à la pression pdxdy qui se distribue également sur 
tout le fluide ; 2 °. de la pression sur la face dxdz , due 
aux forces accélératrices. Or les forces accélératrices étant 
respectivement Xdrn , Y dm, Zdm , l’expression due à l’ac- 
tion de ces forces accélératrices sera une fonction de leurs 
intensités que nous représenterons par 


F (Xdm, Y dm, Z dm) , 

et nous aurons 


qdxdz = pdxdy -f- F ( Xdm , Y dm , Z dm") (£> 7 ). 

La propriété de la fonction désignée par 
F (Xdm, Y dm, Zdm ) 

étant que cette quantité s’évanouisse lorsque les force» 
accélératrices sont nulles , il faut que cette fonction puisse 
se ramener à ne contenir que des tenues qui aient pour 
facteurs Xdm, Y dm, Z dm. En ordonnant ces termes , à 
partir de ceux qui renferment les moindres puissances de 
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dm , nous pourrons supposer 

F (Xdm , Y dm, Z dm) = MXdm + NY dm + PZ dm + etc; 

Substituant cette valeur dans l’équation ( 237 ) , nous 
aurons 

qdxdz = pdxdy -f- MXdm -j- NY dm -f- PZ dm *f- etc. , 

et en mettant D dxdydz à la place de dm , cette équation 
deviendra 

qdxdz = pdxdy -f- DM Xdxdydz -f- DNY dxdydz 
-f- DPZ dxdydz -f- etc. 

é 

Divisant par dxdy , on a, 

qz=p- f DMXdz + DNY dz + DPZcfe -f- etc (a38). 

Les termes DMXdz , DNY dz , DPZ dz étant infiniment 
petits à 'l’égard de p, il en résulte que l’équation (a38) 
se réduit à 

q = p. 

On démontrerait de même que r=p ; par conséquent les 
équations d’équilibre deviennent 

| = DZ, | = DY, ±=T>X 033) : 

«n multipliant ces équations , la première par dz , la se- 
conde par dy , et la troisième par dx , et les ajoutant , on 
trouvera 

dp = ( Z dz -J- Y dy -f- Xdx ) D (2 ^o) : 

telle est l’équation qui , par son intégration , doit donner la 
valeur de la pression sür l’unité de surface dans un fluide 
quelconque. 
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CHAPITRE III. 

Application des équations générales de V équilibre 
des Fluides au cas des Fluides incompressibles . 

r * 

388 . Considérons un fluide incompressible homogène 
qui repose dans un vase capable d’opposer à la pression une 
résistance indéfinie : la pression p exercée sur l’unité de sur- 
face , en un point qui a pour coordonnées x — a , y = b , 
z = c, sera donnée par l’intégrale de l’équation (24°)* 
dans laquelle on substituera ces valeurs. Or la densité D 
étant constante , la valeur de p dépendra de la possibilité 
de pouvoir intégrer la formule _ . 

Z dz + Y dy + Xdx (a 40 : 

c’est à quoi l’on parviendra toujours lorsque cette formule 
sera une différentielle exacte des variables x , y , z. 

38 g. Supposons donc que cette condition soit remplie , 
et qu’on ait déterminé la pression p ; cette pression sera 
détruite par la résistance du vase; mais si la pression devait 
£tre appliquée sur une partie de la surface supérieure du 
fluide , dans ce cas le fluide ne pouvant opposer de la ré- 
sistance à la force qui le presse , il faudrait que p fût nul 
par lui-même ; alors l’équation (240) se réduirait à 

Xdx + Y dy + Z dz = o (242). 

Enfin il pourrait arriver que la pression p fût constante ; 
et comme la différentielle d’une constante est égale à zéro, 
l’équation (242) aurait encore lieu dans ce cas. 

3 go. Lorsque l’expression ( 241 ) est une différentielle 
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exacte , et que l 'équation 2^3 a lieu, il en résulte dp~ Q 
donc la pression, si elle existe, ne peut être que constante! 
Ur dans ce cas pour que le fluide puisse garder l 'équilibre 
il faut que la résultante des forces accélératrices qui agit dé 
dehors en dedans , soit en même temps normale à la sur- 
face du fluide ; car si cela n’était pas , on pourrait la dé- 
composer en deux forces , l’une normale , et l’autre tan- 
gente à la surface du fluide , et il est évident que cette 
dernière ferait glisser la molécule dm.. 

3 g 1. Cette circonstance est aussi indiquée par l’équation 
(242) ; car soient x', ÿ„ z' les coordonnées d'un point 
commun a la surface et à la résultante des forces X , 
Y, Z ; les équations de la normale au point x' y' z' 
d’une surface courbe étant (Elëmens de Calcul différentiel 
et de Calcul intégral , page 48) 


, dz' , 

/ dz' 1 

y- y 


..(243). 


On voit qu’il ne s’agit que de substituer les valeurs des 

coefliciens différentiels^, et— déterminées par l’équa- 
tion (242), £our que les équations (243) deviennent celles 
de la normale à la surface , qui se rapporte à l’équation 
(242). Or, en ayant égard à la notation de M. Fontaine , 
et en regardant X, Y, Z comme des fonctions des coordon- 
nées x ,y , z', J équation (e4 2 ) nous donne 
_ dz __ Z dz' _ Z 

dx' X * dÿ ; Ÿ‘ 

Substituant ces valeurs dans l’équation précédente , on 
obtient pour les équations, de la normale au point x’, y [ z ', 


x — x ' — x (* — *'). y 


y 


z 

y 


18 
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Ces équations sont précisément les mêmes que celles què 
nous avons trouvées, art. 5 a, pour la résultante des forces 
X, Y, Z. 

3 ga. L’équation (342) étant toujours supposée inté- 
grable , nous fournit encore des conséquences remarquables ; 
car sf l'on représente par F (x, y , z~) + C l’intégrale de 
cette équation , en faisant C = — A , on en déduit 

F (*, y, Z) = a. 

Si l’on donne successivement à A différentes valeurs crois» 
santés o, a, a', a", a", a iy , etc. , on aura les équations 

F (x, y , *■) = o 

F (x, y, z ) = a 

F (*> y< z ) = a ' 

F ‘(x]'ÿ]'z)~ âc-) 

etc. 

Toutes ces équations auront pour différentielle l’équa- 
tion (242) , et dans leur nombre se trouvera celle de la 
surface du fluide; c’est-à-dire celle qui est censée, par la 
différentiation , avoir donné l’équation (242). 

Supposons donc que F (x , y, z) = aC") soit cette équa- 
tion ; alors les autres seront celles d’autant de surfaces qui 
jouiront toutes de cette propriété commune, que la résul- 
tante R des forces X , Y , Z devra être non-seulement 
normale à la surface F ( x , y, z ) = at") qui est celle du 
fluide , mais encore l’être à toutes les autres surfaces. 

En effet si nous nommons x' , y' , z' les coordonnées du 
point où la résultante R rencontre l’une des surfaces ; 
par exemple celle dont l’équation est # 

^ (.x , y; z) = a, 

l’équation de la normale au point x', y', z' se déduira de l’é- 
quation (242), par le procédé que nous avons suivi art. 3 g i ; 
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<1 où nousconclurons, comme dans cet article, que la normale 
au point x', y', z de la surface courbe , coïncide avec la 
direction de R qu’on suppose passer par ce point. On a 
donné aux surfaces dont nous venons de parler, le nom de 
surfaces de niveau. Si l'on suppose que les constantes 
o , a , a', a", a ", etc. aillent en s’augmentant par degrés 
insensibles , la masse fluide sera partagée par les surfaces 
de niveau en une suite de tranches infiniment mince? 
que l’on est convenu de nommer couches de niveau. 

3 q 3 . Il suit de ce qui précède , que lorsque le fluide 
n’est animé que par des forces accélératrices , dirigées vers 
un centre fixe , sa surface extérieure doit être sphérique. 
On peut parvenir au même résultat par l’analyse. Pour cet 
effet , prenons le centre d’attraction pour origine , et soit 
x., y , a les coordonnées de l’élément dm ; la distance du 
point x, y, a à l’origine aura pour expression \/ x'+y’-f-a 1 - 
Nommons r cette distance, et a la force d’attraction qui 
agit sur dm ; cette force A fera avec les axes coordonné* 

, , . . x' y z , 

des angles qui auront pour cosinus r > P ar consé- 

quent , si l’on nomme X , Y , Z les composantes de a 
parallèlement aux axes , nous aurons 



mettant ces valeurs dans l’équation (242) , il viendra pour 
l’équation de la surface fluide , 

j (xdx -j- ydy -f- zdz) = o. . . (a44)- 

Supprimant le facteur commun ^ et intégrant , on trouvera 

!» + y 4 .î* = C, 

équation d’une sphère; donc la surface du fluide devra être 
sphérique. , • . 

’ 18.. 
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3 g 4 - Si le centre de cette sphère est tvès-éloîgné de sâ 
surface , comme cela a lieü lorsque l’on considère le centre 
de la terre relativement à la surface d’une eau stagnante 
dans ce cas, la courbure de la surface étant insensible , 
«on peut la considérer comme plane dans Une petite 
étendue. 

3 g 5 . L’équation (a 44 ) s ’ es * trouvée immédiatement inté- 
grable, parce que l’équation(24û) devient, dans ce problème, 
un cas particulier du théorème que nous avons démontré , 
art. aS 5 , sur les forces dirigées vers des centres fixes ; 
c’est en vertu de ce théorème que l’équation (242) sera 
toujours intégrable dans toutes les questions que l’on peut 
résoudre sur des fluidès qui reposeront sur de$ surface» 
fixes. • •« ’ ■ • ; • •• • 


3 gS. Si dans l’équation (240) on remplace la quantité 
qui est entre les parenthèses, par d.F (x y , z ) , on 
aura 

dp = B X d.f i_x, y , t) : 
cette équation nous donne j 

d. F(*, y, z) = §..... t«4B). ; 

Ord.F (x., y , a) étant, par hypothèse, une différentielle 
exacte , il fout qu’il en soit de même de sa valeur 

, et que par conséquent D ne Contienne d’autre va- 
riable que p , condition exprimée par l’équation 

Si la pression p est constante , H en est donc de même 
de D. Dans ce cas , l’équation (245) se réduit à 

d . F (x, y,z) = o , 

parce qu’une constante n’a point de différentielle. L’in- 
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tégration de cette équation nous conduit à celle que nous 
avons trouvée , art. 3 qa , et dont nous ayons exprimé les 
propriétés. 

3 ç)y. Mais si p est variable , alors en faisant varier 
p par degrés insensibles , nous pourrons , durant un instant 
très-court , regarder p comme constant. Dans cette hy- 
pothèse , l’équation ( 245 ) nous donnera pour intégrales 
une suite d'équations , représentées par 

F (x , y, z) = , 

F (*> y, z) = a , 

F (x , y, z) = a' h 

F (*’, y, *) =* a", 

etc. 

Ces équations seront celles des surfaces de niveau qui 
correspondent aux valeurs successives de p dans les instans 
égaux à dt. Pour chacune de ces surfaces, la densité D sera 
constante ; par conséquent , en considérant la masse fluide 
comprise entre les deux surfaces extrêmes AA' et BB' 

( fig. 190) , cette masse de fluide devra être homogène. La pig, 
pression p prenant ensuite un accroissement et devenant 
constante, lorsque l’on passera de la surface BB' à la surface 
CC , le fluide compris entre ces deux surfaces devra être 
homogène dans toute cette étendue. Il en sera de même pour 
une troisième couche de fluide , comprise entre les deux 
surfaces CC'et DD' qui correspondent à une même valeur de 
p -, et ainsi de suite. De sorte que dans les fluides hétéro- 
gènes, il ne peut y avoir équilibre , à moins que ces fluides 
ne soient composés de couches dont chacune ait la même 
densité dans toutes ses parties.. 
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CHAPITRE IV. 

Application des Equations générales des Fluides 
au cas des Fluides élastiques. 

3 g 8 . Ce qui caractérise un fluide élastique, est de pou- 
voir se comprimer pour reprendre ensuite la même densité 
et le même ressort , lorsque la force qui occasionne la com- 
pression cesse d’agir. 

Ainsi lorsqu’un fluide est élastique , outre la pression 
qu’il exerce en vertu des forces qui agissent sur lui , il 
en produit une autre qui dérive de son élasticité. On R 
reconnu que pour la même température , cette pression , 
qu’on appelle la force élastique du fluide , était propor- 
tionnelle à sa densité. En supposant donc la température cons- 
tante , si l’on nomme XI la pression exercée sur l'unité de 
densité, lorsque la pression est an, la densité devient 
double ; lorsque la pression est 3 n , la densité devient 
triple , et ainsi de suite. De sorte que si la densité est 
exprimée par D , la pression doit l’être par nD ; en ap- 
pelant p cette pression , nous aurons 

p = nD (347). 

La densité étant mesurée par la matière renfermée dans 
un cube dont l’une des faces serait égale à l'unité de sur- 
face , p représentera , comme précédemment , la pression 
exercée sur l’unité de surface. 

3 gg. En combinant l’équation (247) avec l’équation. 
dp = D ( Xdx + Ydy + Z dz ) , 
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on obtiendra 


dp Xdx -f- Ydy + Z dz 

J- n 


(248) ; 


intégrant il viendra 

H p = + ç. 


4 oo. L’équation ( 240 ) subsistant comme dans le cas 
des fluides incompressibles , nous en conclurons de même 
que dans l’art. 3 g 6 , que lorsque p est constant ,D doit l’être 
aussi ; par conséquent l’équation (247) nous donnera , dans 
cette hypothèse , ^ 

n = constante. 

Ainsi , en considérant p et la densité comme constans pour 
une partie déterminée du fluide , nous pourrons mettre 
n en dehors du signe d’intégration , et en représentant par 
log C/ la constante , nous aurons 

Hp= +H c . 


multipliant la fraction qui entre dans cette équation par 
log e qui équivaut à l’unité , et changeant le coefficient 
en exposant, on aura 

fCMi+'idy+TAz) 

log p = log e n 4 - log C' ; 

observant que la somme des logarithmes est égale au lo- 
garithme, de leur produit , nous trouverons , en. simpli- 
fiant la formule d’après cette considération et en passant 
aux nombres , 

f(X<jx-h'icly-+Zdz) 

• * p =z Ce n 

Si, l’oa substitue cette valeur dans l’équation ( 247 ) , oo 
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obtiendra 

fÇid: r-f-Y r l r +7* tz) 



La température du fluide étant supposée constante (art. 3 g 8 ), 
cette équationdonnera la valeur de la densité d’une couche de 
niveau du fluide j car il faut observer que ce que nous avons 
dit art. 3 g 6 et 397, des couches de niveau des fluides incom- 
pressibles hétérogènes , peut se rapporter aussi bien aux 
fluides élastiques, puisque cette théorie des couches de 
niveau est déduite de l’équation générale des fluides , mo- 
difiée d’après l’hypothèse de p constant , dans une cer- 
taine étendue de la masse fluide. 

4 oi. Observons qu’on ne pourrait en déduire également 
l’équation 

( Xdx -f- Y dy + Zdz.) = o 

de l’hypothèse de p nul ; car lorsqu’on a p = o , l’équa- 
tion (247) nous montre que dans ce cas , la densité du 
fluide élastique doit être aussi nulle , hypothèse qui détrui- 
rait l’existence du fluide. 

Ainsi, dans un fluide élastique , la pression ne peut être 
nulle à sa surface, comme dans les fluides incompressibles. 

CHAPITRE Y. 

De la pression des Fluides pesons. 

402. Proposons-nous d’examiner maintenant le 'cas 
où la force accélératrice qui agit sur un fluide, est la pesan- 
teur. Pour cet effet, considérons un vase ouvert à sa partie 
supérieure , et qui repose sur un plan horizontal : ce vasa 


I 
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étant rempli d’eau jusqu’à une certaine hauteur, la surface 
du fluide sera horizontale , ainsi que nous l’avons démontré. 
Prenons-la pour plan des x , y ; et comme la pesanteur est 
ici la seule force accélératrice, nous aurons 

Xbo, Y =.-0 , Z = g, 
et l’équation (a4o) deviendra 

dp ~ TJgdz. 

Regardant la densité comme constante , ainsi que la gravité, 
on tirera de cette équation , en l’intégrant , 

p = Dgz + C. . . (249). 

Lorsque z =0 , la pression devant être nulle à la surface 
du fluide incompressible , on auru C o y ce qui ré-» 
duira l’équation (24.9) à 

p — Dgz (d 5 o). 

4 o 3 . Si l’on mène dans l'intérieur du fluide un plan 
horizontal , tous les points situés sur ce plan auront leurs 
ordonnées dans le sens des z , égales, entr’ elles ; d'où il 
suit que pour tous ces points , la pression p = Dgz sera 
la même. > 

4 o 4 - Soit h la distance comprise entre le niveau de 
l’eau et le plan horizontal sur lequel repose le fluide , la 
pression que supportera l’unité de surface de la base , sera 
déterminée pour l’équation (a 5 o), dans laquelle on changera 
Z en h et qui donnera 

p = D gh (a 5 *). 

Nommons P la pression que supporte la base totale com- 
posée d’un nombre b d’unités de surfaces ; il faudra que 
P contienne b de fois p ; on aura donc 

P = bp . . . , . .(a 5 a) ; 
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et en mettant pour p sa valeur , ( équation a 5 i ) , il 

viendra 

P = Dghb ( 253 ). 

Or bh représente le volume d’un prisme qui a b pour 
base et h pour hauteur ;• en multipliant ce volume par la 
densité D , on a la masse de ce prisme, art. 128 ; par 
conséquent , art. 1 29 , Dghb en est le poids ; d’où il suit 
que la base b supporte une pression égale au poids du 
volume du prisme du fluide qui repose sur cette base. 

4 oS. La pression P ne dépendant, pour le même fluide, 
que de la base b et de la hauteur h du fluide , il en résulte 
Fig- >91. que des vases ( fig. 191 ) remplis du même fluide , mais de 
bases et de hauteurs égales , supportent la même pression 
sur leurs bases , quoique les aires latérales de ces vases 
soient de formes différentes. 

4 oS. A l’égard de la pression que le vase éprouve sur ses 
faces latérales , nommons dm l’élément abfe de cette sur- 
Fig. 192. f ace (fig- 1 9 2 ) 1 et 2 la distance au niveau de l’eau ; la 
pression p que supporte l’unité de surface de l’élément dm , 
sera donnée par l’équation (a 5 o) ; mettant cette valeur dans 
la formule ( 25 a) , et observant que b doit être remplacé par 
la surface élémentaire abfe, nous aurons Dgzclm pour une 
des forces élémentaires parallèles qui composent P } donc 
P = fDgzdm. 

Cette expression contenant deux variables z et », il ne 
s’agira plus que de les réduire à une seule , pour que l’in- 
. tégration puisse s'effectuer. C’est à quoi l’on parviendra 
lorsque la surface « sera donnée. Cherchons , par exemple , 
Fig. 192. ] a pression exercée sur le rectangle ABDC ( fig. 192 ) 
incliné à l’horizon ; il est certain que si le vase était plein , 
la droite horizontale CD serait au niveau de l'eau'; mai» 
pour plus de généralité , nous supposerons que CD soit 
au-dessous du niveau de l’eau. Nommons b la base AB du 
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rectangle ABDC , et / sa longueur BD -, si l’on partage le 
rectangle en une infinité de tranches horizontales , la pres- 
sion sera la même sur tous les points de l’une de ces 
tranches , équat. 25o. Représentons par v la distance Df 
d'une tranche quelconque af à la base supérieure CD , 
% dv sera la hauteur ne de cette tranche ; par conséquent 
l’élément de la surface ABDC sera 

ab X ae ~ bdv\ 

substituant cette valedr à la place de du dans l’expres- 
sion jDgzdu , on aura 

fDgzdu = fDgzbdv ; 

ce sera la pression exercée sur l’aire ABCD. On prendra 
l’intégrale depuis v = o jusqu’à v r= / , lorsqu’on l’aura 
réduite à ne contenir qu’une seule variable. Pour y par- 
venir , soient l’angle que fait le plan ABDC avec la 
verticale NL , et a la distance DN de la base supérieure 
CD au niveau de l’eau , nous aurons 


Kf ou LN = DL + DN , 


ou 


Z = v cos P -f- a ', 

par conséquent la formule à intégrer sera 


P = fDg ( v cos <p a ) bdv \ 

effectuant l’intégration indiquée , on trouvera 

P = Dgb ( A v a cos <p -f- av ) + C ; 

prenant l’intégrale entre les limites v = o et v — l , on 
aura 

P = Dgb (i P cos <p + al). 

407. Cherchons maintenant le point où cette pression 
doit être appliquée : on voit d’abord que ce point d’appli- 
eation doit être situé sur la droite EH qui partage les 
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côtés AB et CD en deux parties égales. 11 nous reste donc 
à déterminer sur la droite EH , le point G où cette près» 
aion doit être appliquée. 

Pour cet effet, nous regarderons les pressions exercées 
sur tous les points de la surface ABDC comme des forces 
parallèles. En prenant les momens des élémens de cette 
surface , par rapport à la droite horizontale CD , la pres- 
sion que supporte l’élément abfe étant D gzbdv , son mo- 
ment sera Dgzbdv X vsin <p ; et en nommant la distance 
EG de CD au centre de pression, nous aurons par la théorie 
des momens , 

Pv t sin <p ■=. sin p / Dgzbdv ou î > v l — fDgzbvdv ; 
mettant dans cette intégrale la valeur de a , on trouvera 
Pv, = D gbfd cos p v‘dv -f- avdv) ; 

donc 

Pv, = Dgi(cos<p. ^+-^) + C, 
et en intégrant entre les limites v = o et v =/ , on aura 
Vy J = D gb (cos -h 

Mettant pour P sa valeur et divisant par l facteur com- 
mun , on trouvera 

P , al 

v, = } 

cos <p. — f- a 
a 

Ayant trouvé , par un procédé analogue , les pressions 
exercées sur les autres faces latérales , et sur celle de la 
base , et leurs centres d’application , on prendra la ré- 
sultante de toutes ces forces pour- avoir la pression 
totale. 

4o8. Considérons maintenant un corps plongé dans un 
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-fluide pesant homogène : la pression que ce fluide exerça 
contre une portion quelconque de la surface de ce corps , 

*e déterminera de la même manière que celle qui agit contre 
J es parois du vase ; mats lorsqu'on voudra trouver la pres- 
* aion totale , on fera usage des propositions suivantes que 
nous allons démontrer. 

i°. Les diverses pressions qui agissent sur ic corps , 
ont une résultante unique qui agit verticalement , et 
tend à le presser dans un sens opposé à celui de la pe- 
santeur. 

a°. Les pressions horizontales se détruisent ; 

3°. L'intensité de la résultante de toutes les pressions 
est égale au poids du volume du fluide déplacé; 

4°. Cette résultante de toutes les pressions passe par 
lé, centre de gravité du volume du fluide déplacé ; et 
•comme elle agit verticalement , sa direction est déterminée. 

Pour démontfer ces propositions, considérons (fig. ig3) p;g ^ 
un fluide pesant renfermé dans le vase ADE , dans le- 
quel il est en équilibre , et imaginons que tout à coup 
une partie KL de ce fluide passe de l’état fluide à l'état 
solide , l’équilibre ne sera pas troublé. Or ce solide est 
entraîné de haut en bas par une force verticale égale à 
son poids , et appliquée à son centre de gravité; cette force 
ne petit être détruite que par la résultante de tontes les 
pressions normales que le fluide exerce cortre le solide ; 
d’où il suit que la résultante de toutes les pressions nor- 
males est verticale et doit être une fçrce unique , puis- 
qu’elle fait équilibre à une force unique ; et comme la 
résultante de toutes les pressions est verticale, il faut que 
les forces horizontales se détruisent mutuellement. 

409 . Il ne peut donc y avoir équilibre entre un corps 
et le fluide dans lequel il est plongé, que lorsque les centres 
de gravité du corps et du fluide déplacé , sont sur la même 
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verticale, condition remplie lorsque le corps est entière- 
ment plongé dans le fluide , parce que les volumes du corps 
et du fluide déplacé sont les mêmes ; mais si le corps 
n’est plongé qu’en partie , son centre de gravité n’est plus 
le même que celui du fluide déplacé ; alors il faut que 
ces centres de gravité soient sur la même verticale. 

4i0. Nommons v le volume du fluide déplacé, et v' 
celui du corps qui y est plongé ; D la densité du fluide , et 
D' celle du corps ; les expressions Dgv et D'gV exprime- 
ront les poids du volume du fluide déplacé et du corps ; 
par conséquent , dans notre hypothèse où le corps est en- 
tièrement plongé dans le fluide, nous aurons 

T>gv = D ’gv' ; 

et comme v = v ' , il faudra que les densités D et D* 
soient égales ; mais si le volume du corps est plus léger 
que celui du fluide déplacé , nous aurons 

D'gv' < Dgv : 

le corps remontera et la force qui le fera mouvoir sera 
égale à Dgv — D'gv'. 

Si au contraire on a 

D'gv' > D gv ; 

le corps descendra , et la force qui le pressera équivaudra 
à I Ygv' — Dgv. •• • 

Par conséquent le corps descendra comme s’il était animé 
d’un poids D'gv — Dgv égal à la différence du poids du 
corps sur celui du fluide, 
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CHAPITRE VI. 

/ 

De la Balance hydrostatique , de V Aréomètre , 
de la pesanteur de l’Air , du Siphon , et de 
l'élasticité de l’Air. 

4i 1 . Soit M un corps dont le poids est P ; si ce corps 
est plongé dans un fluide , il perdra de son poids une 
quantité égale au volume du fluide qu’il déplace ; par con- 
séquent , il faudra ôter une partie P' du poids P pout 
rétablir l’équilibre ; ce poids enlevé P' sera donc égal à ce- 
lui du volume du fluide déplacé. 

Par exemple , si M est une sphère de plomb du poids d« 
1 1 hectogrammes , et qu’on trouve , lorsqu’elle est plongée 
dans un fluide , qu’elle ne pèse plus que 10 hectogrammes , 
on en conclura que la gravité du plomb est à celle de ce 
fluide , comme 11 est à 1 . 

Si l’on voulait déterminer la pesanteur spécifique ou 
densité d’un fluide , celle de l’huile d’olive , par exemple , 
on plongerait la même sphère dans ce fluide, et ayant 
trouvé que son poids est réduit à io‘,o 85 , on conclurait 
que le volume du fluide déplacé est égal à o^gib; et 
comme en plongeant cette sphère de plomb dans l’eau , 
on a déjà trouvé que le volume d’eau déplacée était de 1 \ 
en comparant les volumes déplacés des deux fluides , on 
trouverait que leurs densités sont entr’ elles comme 1 est 
à o,gi 5 . a 

Il suit de ce qui précède que deux corps de volumes iné- 
gaux étant mis eu équilibre dans le vide, cesseront de l’être 
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lorsqu’ils seront plongés dans l’air, car le plus volumi- 
neux de ces corps perdra une plus forte partie de son 
poids que l’autre. 

4ia. L’aréomètre ou pèse-liqueur est un instrument qui 
fait connaître les pesanteurs spécifiques des fluides; il est 
composé d’un cylindre de verre qui, dans sa partie infe- 
rieure , est soudé, à un petit globe de verre rempli de mer- 
cure ; l’autre extrémité de ce cylindre est terminée par un 
tube gradué. Lorsqu’on plonge l’aréomètre dans un fluide , 
3e mercure qui sert à le lester lui fait prendre une position 
verticale , et il s'enfonce d’autant plus dans le fluide , que 
ce fluide a moins de densité. Alors la division du tube 
gradué fait connaître la pesanteur spécifique du fluide. Par 
exemple , la température étant à 10 degrés du thermo- 
mètre de Réaumur , si l’on plonge l’aréomètre dans de 
l’eau distillée , le niveau du fluide effleurera le 10 * degré 
■de l’aréomètre ; plongé ensuite dans le vin, il indiquera le 
ai , le îa ou le i3 e degré; dans l’eau-de-vie, il descendra 
encore et s’arrêtera entre i5 et 20 , ou entre ai et 35, selon 
que cette eau-de-vie sera simple ou rectifiée. 

D’après ce qui précède , on voit que la construction de 
l’aréomètre est fondée sur ce principe , qu’un corps plongé 
dans un fluide , perd une partie de son poids égale à celui 
du fluide déplacé ; donc plus le fluide aura de densité , plus 
l’aréomètre diminuant de poids surnagera. 

* 4*3. Galilée , le premier, reconnut la pesanteur de l’air,; 

Toricelli., son disciple , la démontra par l’expérience sui- 
vante : Soit AB ( fig. ig4) un tube de verre situé vertica- 
lement et rempli de mercure ; si l’on renverse ce tube dp 
maniéré qu’en gardant toujours une position , yerticale , la 
partie inférieure A prenne la place de la partie supérieure , 
et que l’on plonge ce tube (fig. tg5) dans un vase plein 
de mercure , il se fera , à la partie BE du tube , un 
vide qui sera occasionné par la descente du mercure qui 
* « 
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a arrêtera en E lorsque ] a colonne de mercure comprise 
depuis E jusqu’à la base horizontale CD du mercure sera 
d environ 28 pouces ou de 0*^76, 

Cette colonne de mercure ne se soutient que par la 
pression de l'air extérieur qui, pressant sur la surface 
^ U > tait équilibré au ïuercure renfermé dans le tube 

Les fluides qui ont des densités différentes , doivent donc 
s elever à des hauteurs différentes ; c’est ce qu’on a vérifié sus 
1 eau. En effetl’eau étant d’une densité qui est à peu près i 3 -i 
fois moindre que celle du mercure , devras'éleveràune hau- 
teur qui sera enraison inverse des densités de ces fluides. Ainsi 
I eau s elevera aune hauteur exprimée par 28' ,< ’Xi3 i - nombre 
qui diffère peu de 8** ou ,0-4, hauteur à laquelle on 
a reconnu qu une pompe aspirante pouvait élever l’eau. 

Dans cette pompe. Je piston qui était à la surface de 
1 eau s étant élevé jusqu’à une certaine hauteur , il se fait 
un vide dans le corps de pompe , alors l’eau pressée par l’air 
environnant , monte dans ce vide de la même manière que 
s’élève le mercure dans le tube de Toricelli. 

4 ij. Le mécanisme du siphon s’explique aussi par la 
pression de l’air. On appelle siphon un tube recourbé 
dans lequel l’une des branches est plus longue que l’autre. 

La branche EF ( fig. j qfi ) qu i est la plus courte , est Fig. igO. 
plongée dans un vase ABCD plein de liqueur; alors si en 
aspirant l’air par l’ouverture G , on fait le vide , la pres- 
sion de l’air agissant sur la surface BC du fluide, fera 
monter l’eau dans le siphon , et le fluide se videra par la 
branche FG. 

41 5 . L’air est un fluide élastique qui se comprime sen- 
siblement en raison directe du poids qui le presse. 

Voici une expérience qui va le prouver. Soit ABCE (fig. 1 07) Fi 
un tube recourbé et fermé hermétiquement au point E ; si 6 
par 1 ouverture A ; 1 on fait entrer du mercure qui rem- 

*9 
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plisse la partie du tube comprise depuis A jusqu’en D ; 
lorsque AB sera de jG c,a,im - (*), le mercure DC occupera la 
moitié de la branche CE ; et si l'on verse encore du mercure 
dans le tube jusqu’à ce que A! b soit de deux fois yG c, " ,im ", 
l’espace E d rempli par l’air, sera réduit au tiers de CE ; et 
ainsi de suite. 

Cette expérience prouve la compression de l’air ; car 
lorsqu’il n’y avait point de mercure dans le tube , l’air CE 
faisait équilibre à une colonne d'air de même poids que 
celui d’une colonne de mercure de de haut ; lors- 

qu’on verse ensuite du mercure, et que AB est de yG c,n,im - ) 
l’air renfermé dans ED fait donc équilibre à un poids de 
deux fois yG c,nüm ', et cet air n’occupe plus que la moitié 
de CE. On voit de même que l’espace E d, occupé par l’air, 
sera réduit au tiers de EC lorsque BA' sera de deux fois 
76 e " 1 ' - ; ainsi de suite. 

Si l’on ôte successivement le mercure du tube , l’air se 
rétablit dans son état primitif j ce qui prouve cette nou- 
velle propriété de l’air , qu’il est un fluide parfaitement 
élastique. 


(*) On suppose que l’expérience soit faite à .Paris , où la hauteur 
moyenne du mercure, dans le baromètre, est de o“,^6; et on sent 
que dans on autre lieu, le mercure pourrait n’étre pas à la même hauteur. 

Sous le Pont -Royal, et au nireau des moyennes eaux de la Seine, 
lorsque le thermomètre indique ta”, la hauteur moyenne du baro- 
mètre est, d’après M. Biot, de o®,76. M, Shuckburg qui a mesuré avec 
beancoup de précision la hauteur moyenne du baromètre K la latitude 
de 45 ° ( division «o nag .) , l’a trouvée de o m ,76a9. Le thermomètre était 
h ta* 8 . 
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CHAPITRE VII. 

Des Pompes. 

416. Une pompe est une machine composée d’un tuyau 
qui , à l’aide du ressort de l’air, fait monter l’eau. 

Il y a trois sortes principales de pompes , i°. la pompe 
aspirante , 2 0 . la pompe foulante , 3 °. la pompe aspirante 
et foulante. 

La pompe aspirante (fig. 198) est formée de l’assem-Fig. 198. 
blage de deux tuyaux ABCD , CDHL unis ensemble , et 
dont le premier est le tuyau d’aspiration , et le second le 
corps de pompe. Le jeu du piston est l’espace MNHL , 
dans lequel il peut se mouvoir. Voici l’effet de la pompe 
aspirante. 

Cette pompe étant placée de manière que sa partie in- 
férieure AB soit au niveau de l’eau , si l’on élève le piston 
de MN en HL, il se fait un vide dans l’espace ML ; l’air ' 
que renferme CN s’y précipite , et devenu moins dense 
que l’air atmosphérique renfermé dans le tuyau d’aspira- 
tion AD , cet air atmosphérique soulève la soupape k , et 
diminue aussi de densité ; alors ne pouvant plus faire équi- 
libre à l’air atmosphérique qui repose sur la surface ex- 
térieure du fluide , celui-ci presse cette surface , et fait 
monter l’eau jusqu’en A'B'; et l’équilibre se rétablira , parce 
que l’air extérieur sera contrebalancé par la colonne d’eau 
AB', jointe à l’air renfermé dans A'L. En ce moment , la 
soupape k ne se trouvant plu3 entre deux airs de den- 
sités différentes , retombera par son propre poids et se 
fermera. Abaissant de nouveau le piston de I 1 L en MN , 
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l’air renfermé dans MD se condensera de plus en plus J 
et ne tendra qu’à presser encore davantage la soupape h. 
Ainsi l’air renfermé dans A'D ne pouvant communiquer 
avec celui qui est au-dessus de la soupape A, conservera 
• le ressort qu’il avait lorsque le piston était en HL ; par 

conséquent la colonne d’eau AB' se maintiendra toujours 
à la même hauteur. Nous venons de voir qu’à mesure 
qu’on faisait descendre le piston, l’air qu’il presse contre CD 
se condensait. Lorsque ce piston sera ramené en MN , il aura 
repoussé dans MD , non-seulement l’air atmosphérique qui 
y était primitivement contenu , mais encore il y aura fait 
entrer une partie de l’air dont la colonne d’eau AB' tient la 
place. Ainsi l’air contenu dans MD devrait être plus dense 
que l’air atmosphérique : il ne l’est pas, cependant, parce 
qu’on a pratiqué dans le piston une soupape I qui s’ouvre 
dès que l’air contenu dans MD a plus de ressort que l’air 
atmosphérique situé au-dessus du piston. Elevant pour la 
seconde fois le piston, une partie de l’air contenu dans 
A'D montera dans le corps de pompe , comme nous l’avons 
expliqué, et l’équilibre sera rompu de nouveau. Pour le 
rétablir, il faudra que l’eau monte de A'B' en A"B" ; de 
sorte qu’après un certain nombre de coups de piston, l’eau 
parviendra jusqu’à la soupape k , la soulèvera , et entrera 
dans le corps de pompe, s’y élevera successivement, et 
sortira par l'ouverture QR. 

417. Examinons maintenant le mécanisme de la pompe 
Fig. 199. foulante. Dans cette pompe, le piston MNP (Gg. îqg) 
descendant de MN en HL , s’enfonce dans le Guide , et il 
se fait un vide dans l’espace ML -, alors l’eau qui est au- 
dessous du piston, chargée d’ailleurs de la colonne d’eau 
qui presse la surface du Guide , se précipite dans ce vide 
au moyen d’une ouverture faite au piston , et recouverte 
d’une soupape qui se ferme. 
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Si l’on fait ensuite remonter le piston , lorsqu’il sera 
revenu en MN , l'eau qui repose sur la base de ce piston 
tiendra la place d’une partie de l’air que renfermait l’espace 
MNCD; par conséquent cet air se comprimera, et devenant 
plus dense que l’air atmosphérique , il soulèvera la sou- 
pape k, et sortira par cette ouverture jusqu’à ce qu’il ait 
repris la densité de l’air atmosphérique. Ainsi , à part l’eau 
qui repose sur le piston , tout redeviendra dans le même 
état qu’avant le premier coup de piston ; par conséquent 
si l’on fait descendre de nouveau le piston , l’eau du vase 
montera encore dans la pompe ; et ainsi de suite jusqu’à 
ce que l’eau s’introduise dans le corps de pompe , en sou- 
levant la soupape k. 

4 1 8 , En combinant les effets de ces deux pompes, on a 
imaginé la pompe aspirante et foulante. Dans cette pbmpe , 
si l’on élève le piston MNP (fig. 200) , l’eau, en pressant la 
soupape L, montera par le tuyau ABCD , et pénétrera dans 
la partie MCDEF. Ainsi , au bout de plusieurs coups de 
piston , l’eau s’accumulera dans l’espace MCDEF ; le 
piston , en descendant ensuite , comprimera l’eau , et la 
faisant sortir par la soupape I , l’introduira dans le tuyau 
FGHK. 

419. Il est possible que la pompe aspirante ait des dî- 
n^psions telles , que l’eau ne puisse s’élever au-delà d’une 
certaine hauteur. Pour connaître dans quel cas cela peut 
arriver , simplifions le problème, et considérons une pompe 
dans laquelle le tuyau aurait partout le même diamètre , et 
supposons que l’eau se soit élevée jusqu’au plan horizontal 

dont ZX (fig. 201 ) est le profil , et que le piston ne se p; g îot 
«neuve que dans l’espace compris entre HL et MN, nommons 

a le jeu LN du piston , 
b la longueur LB,/ 
x la distance de L en X; 

1 

,v«. 
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lorsque le piston s’est élevé de MN en HL , il a parcouru 
toute sa course ; alors l’air qui était d’abord contenu dans 
ZN , occupe l’espace ZL , et par conséquent diminue de 
ressort dans le rapport de NX à LX ; de sorte que si R 
était le ressort de l’air atmosphérique contenu dans NZ, 
le ressort R' de l’air raréfié contenu' dans ZL , sera donné 
par la proportion 

lx : NX :: R : R', 
ou 

x : x — a :: r : R' ; 

donc 


x 


Cela posé, l’air contenu dans NZ étant de même densité 
que çplui de l’air extérieur , son ressort R doit être me- 
suré par une colonne d’air dont la base c équivaudrait au 
cercle qui aurait MN pour diamètre, et dont la hauteur serait 
de 32 pieds, c’est-à-dire de io m ,4- Soit h cette hauteur , donc 

R = ch. 


Si l’on met cette valeur dans l’équation précédente, on 
trouvera 

x — a , 

R' — X ch. 

, x 

Or il est évident que le ressort R' de l’air renfermé 
ZL , joint a 1 eau qui occupe le cylindre ABZX , doit 
contrebalancer la pression de l’air atmosphérique. La co- 
lonne d’eau renfermée dans le cylindre ABZX a pour 
volume le produit de la base c par la hauteur BX ou 
c X (J> — x). A l’égard de la pression de l’air atmosphé- 
rique , elle sera représentée par ch ; par conséquent nous 
aurons 


X cft -f- ( £ — x ) c — ch 
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Supprimant le facteur commun c , il restera 

Dans ce cas , il y aura équilibre entre l’air extérieur et la 
colonne d’eau ; mais si l’eau doit monter , il faudra que 
la pression de l%ir extérieur l’emporte sur celle de l’eau 
renfermée dans le cylindre ABZX et de l’air compris dans 
ZL, et que l'on ait, par conséquent, 

■ < 

I 

en représentant par z l’excès du second membre de cette 
inégalité sur le premier , on aura 

h -\-b — x-\-z = h. 

* 

Chassant le dénominateur x et réduisant, on obtiendra 


— ah + bx — + ri = o , 

d’où l’on tirera 

* = * \f WS ~ “ r - 

Si l’on fait z = o , l’eau s’arrêtera en ZX , et l’on aura 

X = \-\J~A ~ ah ‘ 

Ces deux valeurs de ’ x seront toujours réelles , si 
— surpasse ah : lorsque cette condition sera remplie , 

4 

l’eau pourra s’arrêter en deux points ; mais il n’en sera 

i 3 

pas de même si ah surpasse ; car alors les deux racines 

de x étant imaginaires, l’eau ne pourra s’arrêter, et la 
pompe aura tout .son .effet. 
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420. A 1 egard de la pompe foulante, on élevera toujours 
1 eau , avec cette pompe , à la hauteur que l’on voudra , 
pourvu que la force motrice soit proportionnelle à l'effort 
que supporte le piston. Supposons que l’eau soit montée 

Fi S- '90* dans la pompe jusqu’en EF (fig. îgg ), le niveau du fluide 
environnant se trouvera au-dessous. Or il|>eut arriver deux 
cas , ou le piston est au-dessous du niveau de l’eau environ- 
nante, ou il est au-dessus. Dans le premier, soit ab le 
niveau de l’eau environnante ; le piston MNP n’est point 
charge de l’eau comprise entre MN et ab , parce que cette 
eau est contrebalancée par le fluide extérieur; donc le 
piston ne soutient que l’eau renfermée entre ab et EF. Or , 
le poids de cette colonne d’eau s’évalue par celui' d’un 
cylindre d’eau , dont la base serait la surface MN du pis- 
ton , et dont la hauteur serait égale à la distance des deux 
plans EF et ab. 

42 1 . Mais si le niveau est en a' b' et le piston au - dessus 
(fig» 199 ) 1 soit P le poids de la colonne d’eau comprise 
entre MN et a' b' ; cette colonne d’eau n’étant soutenue que 
par l’air extérieur qui presse l’eau environnante , dimi- 
nuera de son poids P le ressort de l’air extérieur. Ainsi 
le ressort de l’air atmosphérique qui est au-dessus du 
piston , surpassera de P le ressort de l’air extérieur. Cet 
excès de pression agira sur la base MN du piston. L’effet 
sera donc le même que si le piston supportait le poids P 
de la colonne d’eau comprise entre a'b' et MN ; et comme 
d’une autre part le piston est surchargé d’une colonne d’eau 
qui s’étend depuis MN jusqu’en EF , il en résulte que la base 
MN supporter^ une pression mesurée par le cylindre dont 
MN serait la base , et qui aurait pour hauteur la distance 

1 comprise entre les plans a'b' et EF. 

Ainsi pourvu qu’on emploie un effort suffisant, on élevera 
toujours l’eau à la hauteur que l’on voudra, au moyen 
de la pompe foulante. 
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CHAPITRE YIII ET DERNIER. 

) 

Du Baromètre. 

422. Le baromètre est un tube recourbé ABC (fîg. 202); 
rempli de mercure dans la partie NMBEF de sa capacité ; l’ex- 
trémité supérieure AMN de ce tube est vide d’air et entière- 
ment close en A , tandis que l’autre extrémité C est ouverte. 

Si par la surface FE on mène un plan qui coupe le tube 
en un point D, la colonne de mercure comprise depuis 
D jusqu’en M sera , comme on l’a vu, d’environ 28 ^°' icfS 
ou 1 o m 4 de hauteur , et mesurera le poids d’une colonne 
atmosphérique de même base. 

423. Le baromètre fait connaître lapins ou moins grande 
densité de l’atmosphère ; car lorsque l’air augmente de den- 
sité , la surface FE (Gg. 202) du mercure éprouvant une Fig. ao». 
plus grande pression , il faut une plus grande colonne de 
mercure pour faire équilibre à cette pression : ainsi le 
mercure s’élève davantage dans le tube. Par la même 
raison , la colonne de mercure doit s’abaisser lorsque l’air 
atmosphérique devient plus léger. 

424. D’après ces observations, le baromètre peut être 
employé à mesurer la hauteur d’une montagne , ou en 
général la hauteur verticale d’un pays au-dessus de la 
surface de la terre. Pour cet effet , soient 

h la hauteur du mercure à la surface de la terre, 

A' la hauteur du mercure au haut de la montagne, 

P et D' les densités del’atmosp. correspondantes à A et à A'. 

Nous avons vu , art. 4 ° 2 , que l’équation générale des fluides 
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pesans était 

dp = T>gdz (*) ; 

supposons que le plan des x , y soit horizontal , et plaçons- 
le à la surface de la terre. Lorsqu’on s’élèvera dans l’at- 
mosphère, la densité deviendra D'; et s croîtra, tandis quep 
diminuera : il faut donc , d’après la note de l’art. 289 , 
prendre dp et dz de signes contraires ; ce qui nous donnera 

dp = — D'gdz 0*54). 

Si les lieux des observations sont peu distans , on pourra 
regarder la pesanteur g comme constante , et en inté- 
grant dans cette hypothèse , on aura 



Or la température étant supposée constante , nous avons 
vu , art. 3g8 , que la pression p était proportionnelle à 
sa densité , condition exprimée par l’équation 

p = nD' ; 

en faisant donc varier p et D' dans cette équation , nous 
en tirerons 

dp = ndD' : 

substituant cette valeur de dp dans l’équation (a55) , nous 

(*) Pour parvenir directement à ce résultat , considérons nne colonne 
atmosphérique (%. aoî) dont la base AB est l’unité de surface : la 
pression que cette base supportera sera mesurée par le poids de la 
colonne atmosphérique CABD ; par conséquent la pression élémen- 
taire dp peut être représentée par le poids d’une tranche dont dz serait 
la hauteur infiniment petite. Or la base de cette tranche étant égale 
A l'unité de surface , son volume sera exprimé par dz , et sa masse par 
Odzj donc en multipliant. celte expression par g , on aura gDtiz pour 
le poids qui mesurera la pression dp. Observons que cette démonstra- 
tion a lieu , quelle que soit la forme de la base plane AB , que nous avons 
prise pour unité de surface. 
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effectuant l’intégration indiquée , il viendra 

i 

z 5= — - log D' -f- C. 
g 

Pour déterminer la constante , observons que lorsque 
z=z o, la densité est celle qui a lieu à la surface de la 
terre , où nous avons placé le plan des x , y. Cette densité 
sera donc celle que nous avons désignée par D. Ainsi 
l’équation précédente nous donnera 

o = _ | log D + C ; 

éliminant C entre cette équation et la précédente , nous 
aurons 

n 


* = - ( logD— logD’) , 

O 


OU 


n , D 

* = ë ! ° e ü- 

Or les densités étant proportionnelles aux pressions , elles 
le sont aussi aux hauteurs observées h et h' 4 , donc 

h : h’ :: d : d' ; 

tirant de cette proportion la valeur de D, et la substi- 
tuant dans celle de z , on obtient 

n , h 

*=ï 

Le logarithme indiqué appartenant au système Neperien , 
si nous représentons par Log — le logarithme tabulaire de 

j‘p > et P ar M le module a,3o2585og , nous savons que 
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l’on a 

M-Log y — log ^ j 

substituant il viendra 

Mn_ h 

z = — L0g^..T....(25S). 

425. Pour déterminer la constante n qui est la pression 
sur l’unité de densité du fluide , nous remarquerons qu’à 
l’origine la densité étant D, cette densité n’est autre chose 
qu’un cube d’air dont l’une des faces serait égale à l’unité 
de surface ; la pression qui agit sur ce cube , doit être me- 
surée par la colonne d’air qui , à la surface de la terre , 
reposerait sur l’imité de surface : or, cette colonne d’air 
est égale à une colonne de mercure qui s’élèverait à un» 
hauteur h. Si nous appelons D* la densité du mercure > 
la masse de cette colonne sera représentée par AD". 
Multipliant ce produit par la pesanteur g , le poids de 
la colonne de mercure , au bas de la montagne , sera donc 
représenté par gAD® ; telle sera la pression sur la den- 
sité D; Pour en déduire la pression n sur l'unité de densité, 
il suilira d’établir la proportion 

D : 1 :: gAD* : n ; 

d’où l’on tirera 



substituant cette valeur dans la formule ( a5S ) , il 
viendra 



prenant pour unité la densité du mercure , cette formule 
se réduira à 

MA T A _ . 

2 — ~D~ L ° è 7? ( a5 7)-- 
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4û6. Si , dans deux pays , la hauteur A du mercure est la 
même , et que la pesanteur dans l’un étant prise pour 
' Unité, devienne dans l’autre 1 — ï , le mercure que ren- 
ferme le baromètre dans le second pays , deviendra plus 
léger ou plus lourd , selon que S' sera positif ou négatif. 
Pour fixer les idées , supposons S~ positif ; alors i — S' 
sera une quantité plus petite que l’unité , parce que la 
variation de la pesanteur étant peu sensible , on est en 
droit de supposer que la variation de pesanteur i' est au- 
dessous de l’intensité de la pesanteur qui a lieu à la 
latitude de 5o°. Cela posé , la colonne de mercure , dans 
le pays où la pesanteur est 1 — , devenant plus légère , 

fera supporter une moindre pression à la colonne d’air 
qu’elle contrebalancera et qui diminuera aussi de densité. Or 
en supposant que l’élasticité de l’air soit proportionnelle à 
la pression qu’il supporte , cette pression sera mesurée par 
le poids de la colonne A de mercure j et comme le rapport 
des gravités des deux pays est exprimé par r Ci — J' , 
ce rapport sera aussi celui des poids des colonnes de mer- 
cure dont la hauteur commune est A. Ainsi , en ap- 
pelant d la densité de l’air dans le pays où la pesanteur 
est 1 — i', nous aurons 

i : 1 — d : rf; 

d’où nous tirerons 

d =s D ( i — J). 

Cette valeur devra remplacer la densité de l’air dans la 
formule (a5y) , pour qu’elle se rapporte au pays où la 
pesanteur est i — i', et cette formule deviendra 

MA _ h 

* = b Tî-O 05 7? Ca58) - 

En comparant les résultats des observations faites en 
dilïerens lieux à l’aide du pendule , on a trouvé que si 
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, l’on supposait la pesanteur égale à l’unité, à la latitude 
de 5 o° (division décimale) , la différence £ deviendrait 
0,0028071 cos ai}', lorsqu’on passerait dans un pays dont 
la latitude serait 4 -. Mettant cette valeur de J' dans la 
formule (a 58 ) , on obtient 

MALog£ 

D (î — 0,0038371 cos a^/)* 

D’après cette valeur, on voit que «T est une très-petite 
fraction ; par conséquent si dans l’équation (258) on rem- 
place — — -z par son développement J'-f- J® -f- etc. 

1 ■— O 

donné par la division , et qu’on néglige les termes ^ 

t 3 , etc. comme très-petits devant £ , on pourra mettre 

1 - 4 - i' au lieu de — — r ; alors la valeur de z deviendra " 

* 1 — J' 

z = (î-f-o, 0028371 cos 24/) Log y ( 25 g). 

427. Pour modifier cette formule convenablement au cas où 
l’on a égard à la variation de 1a température , nous remar- 
querons que d’après diverses expériences , M. Gay-Lussac a 
trouvé que dans l’intervalle de o à ioo° du thermomètre 
centigrade , un air parfaitement sec se dilatait de o,oo375 
par degré du thermomètre ; mais en ayant égard à l’humi- 
dité qu’il peut contenir , on a fixé la dilatation de ce fluide 

à environ par degré. 11 a été aussi reconnu que dans les 

mêmes circonstances , le mercure se condensait de r ) - 

&4ia 

par degré. Ainsi un volume d’air représenté par 1 à la tem- 
pérature o, deviendra 1 -f- lorsque le thermomètre mon- 
tera au degré n ; et comme la densité d’un fluide est en raison 
inverse du volume qu’il occupe , il suit de là que la densité 

t 
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de l’air à la température n , sera exprimée par 


3®3 


1 + 


a 5 o 


par conséquent si nous prenons pour n un terme moyen 
entre les températures t et t' à la surface de la terre et au 

t + f 

haut de la montagne , nous remplacerons n par — - — , et 
la densité de l’air deviendra 

, i +7 (ll6o) ■ 

‘ + -5ST 

Le mercure se condensant à mesure qu’on s’élève sur la 
montagne, et que le thermomètre s’abaisse par le refroidis- 
sement de l’air, la colonne de mercure observée au sommet 
de la montagne est moins haute que celle qui aurait eu 
lieu si la température fût demeurée constante : ainsi, d’après 
l’observation précédente , il faudra , pour avoir la hauteur 
du baromètre dans l’hypothèse de la température constante , 

augmenter h' de répété autant de fois qu’il y a d’ imités 

dans la différence des températures du mercure à la surface 
de la terre et au sommet de la montagne. Or si nous appe- 
lons T et T' ces températures , elles seront indiquées par un 
thermomètre en contact avec un baromètre (*) , et nous 
devrons, au lieu de A', mettre dans laformule(a 59 ), la quantité 

h' (T — T > 

5412 

substituant donc dans l’équation (2B9) cette valeur , et rem- 


h'+ 


(*) Il est A observer qu’en se transportant dans un lieu, le mercure 
du baromètre ne s’y met pas de suite k la température de l’air envi- 
ronnant ; c’est pourquoi nous faisons une différence entre t' et 11 ' , et 
«ntic I et T. 
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plaçant D par 


NOTIONS SUR LA THEORIE DES FLUIDES, 
D 


i + 


5412 


7, nous obtiendrons 


S5=-^^l+ ^^ (l + 0,0028371 COS 24)Log - 


428. Supposons que l’observation qui détermine la hauteur 
h du mercure , soit faite à la latitude de 5 o° au bord de la 
mer , c’est-à-dire à la surface de la terre , on aura 

cos 2^/ = O , 

et la formule précédente nous donnera 
Mh z 

TT 


G+ L £K-; 


.(261)/ 




Si l’on mesure trigonométriquement z , et que par un 
résultat moyen entre plusieurs observations , on détermine 
h, h' ,t,i , T, T', le second terme de l’équation (261) sera 
entièrement déterminé , et fera connaître la valeur de la 

constante On a trouvé que cette constante est égale au 

nombre i 83 g 3 mètres. Mettant cette valeur à la place de 

dans la valeur de z , on aura la formule suivante , 

= i 83 g 3 "/i -fr—V 1+0,002837 1 cos 240Log— 1 T , ■ 

v *'('+!?£) 

Ceux qui s’occupent d’observations météorologiques , l’em- 
ploient ordinairement pour mesurer les hauteurs verticales , 
à l’aide du baromètre. 


PIN. 
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Note [ i ] , page 7. 

ÎL existe une démonstration analytique du parallélo- 
gramme des fortes -, fondée sur la considération des fonc- 
tions ; elle est due à M. Poisson , et je vais l’exposer id 
avec quelques modiGcations. 

Soient deux forces égales P et P' ( Gg. 20/Ç) qui sollicitent Fig- 204. 
un point A, et ax l’angle quelles %rment entr’elles : il y a 
deux choses à déterminer dans ce problème ; i°. l’angle 
que forme la résultante avec l’une des composantes; 2 0 . l’in- 
tensité de cette résultante. Nous avons vu , art. 2 4 , que 
Cette résultante passait par le milieu de l’angle des forces ; 
ainsi il ne s’agit que d’en trouver l’inter.sité. Or, il est 
«vident que la résultante dépendant de l’anglexqu’elle forme 
avec l’une des composantes, et de l’intensité P de cette com- 
posante, nous avons 

R = F (P, x). 

Représentons ( fig. 204) l’intensité de la force P par AB , 
et 1 unité de force A b par l : si / est renfermé un certain 
nombre de fais dans AB, quatre fois, par exemple, nous 
aurons 

P = #• 

En général si n exprime le facteur entier fractionnaire 
ou irrationnel qui , multiplié par l doit reproduire P 
nous aurons 

P = ni 

La question est de trouver la longueur inconnue AR de 
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% 

la résultante , et par conséquent le nombre de fois que 
Aè = l est renfermé dans AU. Soit z ce nombre , nous 
aurons 

R = zl; 

\ 

on tire de ces équations , 

P ni 

R zl' 


Si au lieu de lzs= Ab on prend une droite arbitraire p 
pour unité de force , et qu’on représente par m le nombre 
qui , multiplié par p , doit reproduire l , nous aurons 
lz=mp. Substituant cette valeur dans l’équation précé- 
dente , on obtiendra , japrès avoir supprimé les facteurs 
communs , 


t 

P 

R 


n 

7» 


ce résultat nous montre que le rapport ^ est indépendant 

de l’unité de force représentée par p. 

Cela posé , R étant une fonction de P et de x , ordorf- 
nons cette fonction par rapport aux puissances de P , 
nous aurons 

R = A + BP + CP* + DP 3 -f- etc. , 


divisant par P il viendra 
^ 5: — A 4 . B 4- CP + DP» -f- et*. , 

p — P r 


et en mettant dans le second membre de cette équation 
la valeur de P , on obtiendra 

U B + C mnp + Dm*n*p* + etc. 

P mnp 



R 

P 


devant être indépendant de p, il faut que les 


Digilized 
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termes affectés de p s’évanouissent ; donc 



les puissances de P étant en évidence dans le développement 
de R, il s ensuit queB est une quantité qui ne contient pas P, 
donc P ne peut renfermer que x ; ainsi nous supposerons 

B = <px, 

hypothèse qui n empêche pas que <px ne soit une cons- 
tante , si le cas 1 exige : cette valeur étant mise dan* l’équa- 
tion précédente , la convertit en 
R 

p • = <?*; 

d’où l’on tire 

B (262% 

Occupons-nous maintenant à déterminer la forme de tpx. 

Pour cela, regardons P et P' (fig. 3 o5) comme les résul- Fi S' aoS * 
tantes des quatre forces égales Q , Q', Q", Q» formant 
chacune un angle z avec P ou P', nous aurons 

QAQ' = 2 z , Q"AQ® == a*. 

Or, par la même raison que la résultante R des forces 
égales P et F qui forment entr’elles un angle ax, est 
donnée par l’équation ( 263 ) ; la résultante des forces égales 
Q et Q', et qui forment entr’elles un angle 2 z, nous sera 
donnée par l’équation 

P = Qipz (263). 

Les forces Q et Q* étant aussi égales à Q, et comprenant 
entr’elles un angle QAQ" =QAP + PAP' -f. P'AQ" = z 

+ 2 x +z = 2 (x -f z) , la résultante de Ces forces sera 
représentée par '* 

Q<p(x-f-z). » 

De même les forces Q' et Q" égales à Q, et qui forment 

30. 4' 
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entr’elles un angle Q' AQ" = PAP' — PAQ'-— P'AQ" rra 2X 
• — az = a ( x — a ) , auront pour résultante 

Q$> (x — a). 

Nous avons vu , art. 2 4 * que lorsque les forces étaient 
égales , leur résultante passait par le milieu de l’angle de 
ces forces ; il suit de là que les résultantes des forces Q 
et Q*, Q' et Q" coïncideront ; par conséquent il suffira de 
/ les ajouter pour former la résultante totale Rj nous 
aurons donc 

R = Qp (x-f- a) + Q<p (x — a) (264). 

Si maintenant nous éliminons P entre les équations (262) 
et ( 263 ) , nous trouverons cette autre valeur de la ré- 
sultante 

. R = Qipz.çx. 

Substituant cette valeur dans l’équation ( 264 ) , et divisant 
par Q , facteur commun , nous obtiendrons 

<pz.q>x = <p (x-j-a) + ç (x — a). 

Développant le second membre par la formule de Taylor 
( Elémens de Calcul dijf. et de Calcul intégral , pag. 3 o ) , 
on obtient 


. . , di>x , d ! éx a* , <pQx 7 ? , d^ax 


+**—& ‘ 


d<px , d*tpx z * cPçx z 


dx* 


dx* 


73 + 


dx* 2.3.4 

d'tpx z * 


4-etc. 


dx * 2.3.4 


-etc. 


et en réduisant , on trouve 


/ d^tpx a* . d’ax z* 
çz.<px = s[vx + - d - - + _ 

Divisant par çx , on tire de cette équation 



/ d*<px a“ d^x z 4 

ÇZ 2 ^1 ~T~ p J. J jçi a ç>xdx> 2.3.4 



•À 
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Or l’angle z est indépendant de l’angle x des forces P 
et P' ; car cet angle z peut être donné arbitrairement, et l’on 
conçoit qu’il peut exister deux forces égales Q et Q', qui for- 
mant chacune avec P un angle z , produiront ensemble le 
même effet que P. A la vérité l’intensité Q nécessaire pour 
produire cet effet , ne sera pas connue ; mais nous n’avons 
pas besoin ici de ,1a connaître : z pouvant donc être pris à 
volonté, est indépendant de l’angle x qui résulte néces- 
sairement des directions données des forces ; d’où il suit 
que çz est une quantité indépendante de x ; car si z était 
égal à une fonction de x que je représenterai par X , alors 
<pz deviendrait <pX , et par conséquent dépendrait de x. 

Cela posé , le développement de <pz se trouvant ordonné 
par rapport aux puissances de z , les coefliciens qui y entrent 
ne peuvent, par cela même, renfermer que des x et des 
constantes. Or nous venons de prouver que dans le dé- 
veloppement de çz , il n’entrait aucun terme en x ; donc 
ces coefficiens sont constans , et nous avons 


d a *j>x 




dJtpx 

çxdx^ 


çxdx 

La première équation nous donne 

d*çix 
dx 2 




etc. 


= bi>x-, 


différentiant deux fois de suite cette équation , et divi- 
sant par dx 2 , on en déduit 

d'qx . d?<p x _ 

dx f dx 2 ’ * 

le second membre de cette équation se réduit, au moyen 
de la précédente , à b 2 <px \ donc 

d' <px _ _ 

• tpxdx* 2 
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déterminant de même les autres constantes , on en mettra 
les valeurs dans le développement de <p z , et l'on obtiendra 


<fz 


= 3 ( 


i + 


- 2* , AV . N 

+ ^ + o:4.5.6 +etc -> 


Si l’on fait b = — a 1 , on trouvera 

/ , a’z’ , a i z i a 8 2* , \ 

çz = a - — + —3^ - + 6tC ‘ ) : 

« 

cette valeur de 92 est précisément le développement de 
a cos 02 , ainsi qu’on peut le vérifier en réduisant en série 
a cos 02 par la formule de Maclaurin ( Elêmens de Calcul 
différentiel et de Calcul intégral , page 18) ; donc 

ça = a cos aa ; 

changeant z en a: dans cette équation , on a 
çx = 2 cos ax ; 

• substituant cette valeur dans celle de R , on obtient enfin 
R = aP cos ax (a 65 ). 

Pour déterminer la constante a , soit ax = aoo° : alors 
P et P' se trouvent directement opposés ; et comme les 
forces sont égales , elles se font équilibre ; la résultante 
est donc nulle dans ce cas , et l’on a 

2P cos (aX 1 co ) = o , 

• - * " 

et en supprimant le facteur 2P , il reste 
cos ( a X 100) = o. 

■***. * 

Or le cosinus qui est nul, ne peut appartenir qu’à l’un 
de ces arcs ( fig. 1 6 1 ) 

RE , BEAF ; BEAFBE , etc. ; 
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c’est-à-dire à i’un des suivans , 


3i 1 


100 , 3.100 , 5 .ioo ' etc.; 


donc a ne peut être qu’un nombre impair. 

' Je dis maintenant que a= î ; car aucune autre hypo- 
thèse de nombre impair ne peut subsister. Par exemple , _ 
si l’on faisait a = 3 ; comme x est arbitraire , on pourrait- 
supposer 


ICO 



et l’angle ax des forces deviendrait 


2.100 2 



ces forces formant alors un angle moindre que 200®,’ 
auraient une résultante ; car il faudrait que leurs directions 
se confondissent pour qu’il n’y en eut pas. 

D’une "autre part , l’hypothèse de a — 3 ei de x = ^2 
change l’équation (265) en 

B. = 2P cos 100 , 

et en observant que le cosinus de i oo° est nul , cette 
équation se réduit à 

R = o, 

résultat qui est en contradiction avec le précédent , car 
nous avons vu que dans cette hypothèse , les forces 
auraient une résultante -, donc puisqu’on ne peut , sans 
absurdité , prendre pour le nombre impair a une autre 
valeur que l’unité , concluons que a = 1 , et que l’on a 

R = 2P cos x. 

Si l’on construit maintenant la losange BAB'D (fig. 206), 
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f 

le côté AB étant représenté par P, et l’angle BOA par x,’ 
on a évidemment 

AO = P cos x ; 

donc 

2AO ou AD = aP cos x. 

Il est facile maintenant de démontrer que la proposition 
est vraie , lorsque les forces P et P 7 sont inégales et rec- 
tangulaires. En effet , ayant achevé le parallélogramme 
Fig. 307. PAP'D ( lig. 207 ) , on mènera la parallèle EF à la diago- 
nale PP' , et les parallèles PE , P'F à la diagonale AD. 
Cela posé , les diagonales PP' et AD se coupant eu 
quatre parties égales au point O , on aura 

AO = OP. 

D’une autre part , les droites OP et EA étant égales comme 
parallèles comprises entre parallèles , il s’ensuit qu’on a 

AO = EA : 

* 

le parallélogramme EAOP est donc une losange qui a AP 
pour diagonale ; par conséquent , en vertu du théorème 
précédent, on peut substituer à la force AP les deux forces 
égales AE et AO. 

On prouverait de même qu’on peut remplacer AP 7 par 
les forces égales AO et AF ; donc , au lieu du système des 
forces AP et AP 7 , on peut mettre celui des forces 2AO , 
AE et AF : ces deux dernières forces se détruisent comme 
directement opposées et égales chacune à la moitié de PP'. 
Ainsi il ne reste plus que 2AO pour la résultante de AP 
et de AP' : or 

2AO = AO 4 - OD = AD ; 

donc la résultante des forces AP et AP' peut être repré- 
« 6entée par la diagonale du parallélogramme PAP'D. 

Dans le cas où les forces sont inégales , mais non rec- 
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tangnlaires , la proposition est encore vraie ; car soient AP 
et AP' (Gg. 208) ces deux forces ; on substituera à AP Fig. 308. 
les deux composantes rectangulaires AC et AD. Alors 
le système des forces AP et AP' sera le même que 
celui des forces AD -J- AP' -f- AC or AD étant égal 

à P'F, on peut mettre AF à la place de AD + AP', et 
alors il s’agit de déterminer la résultante des forces AF 
et AC ; cette résultante , d’après ce qui précède , est évi- 
demment AE : or AE est la diagonale du parallélogramme 
APEP'; donc la proposition est vraie, quel que soit l’angle 
des forces. 


Note [2] , page 24. 

Yoici un moyen très-simple de trouver les équations de 
la résultante. On sait qu'une droite dans l’espace, assujétie 
à passer par un point dont les coordonnées sont x' , y', z', a 
pour équations 

* — a' = A (x — x') , z — z'=BXy — / ) • • • (266). 

Supposons que les coordonnées des points extrêmes de la 
droite qui représente en intensité la résultante , soient res- 
pectivement x' , y, z et x", y", z , les équations (266) 
nous donneront 

z" — s' = A(x" — x), z'=B(y "— /) ; 

d’où l’on tirera 



Or il est évident que les différences x" — x', y" — y' , 
a" — a' des coordonnées des points extrêmes de la résul- 
tante ne sont autre chose que les projections X , Y et 21 


*1 


3.4 NOTES. 

de cette droite sur les axes des x , des _y et des z • par 
conséquent, les équations (267) peuvent s’écrire ainsi , 



substituant ces valeurs dans les équations (266) , on aura 
Z * 7 

z — *'=x (*— *')» = 


* 


Note [ 3 ] , page 42. 

Les équations ( 38 ), ( 3 g) et ( 4 o) , page 4 a, nous 
offrent des conséquences remarquables. En considérant 
d’abord les deux premières , on reconnaît celles que nous 
avons trouvées être nécessaires ( Statique , chap. II ) pour 
que les forces soient en équilibre autour d’un point fixe ; 
c’est ce qui résulte immédiatement de la théorie que nous 
avons exposée ; car en supposant que l’équation ( 4 ° ) soit 
satisfaite , les forces du système concourent nécessaire- 
ment en un point , et si l’on transporte toutes les forces du 
système en ce point , on pourra les décomposer en deux 
groupes de forces , les unes parallèles à l’axe des x, et 
les autres parallèles à l’axe des y. Ces nouvelles compo- 
santes auront les mêmes intensités que lorsque les forces 
étaient appliquées en différens points, parce que ces forces 
ayant été transportées parallèlement à elles-mêmes , art. 75, 
les parallélogrammes n’ont pas changé. 11 suit de là que si 
la somme des composantes parallèles à chacun des axes 
est nulle , le point de concours qui est sur la résultante ne 
pourra se mouvoir dans aucun sens ; car s’il avait cette- 
faculté , le système des forces aurait une résultante , et cetto 
résultante serait décomposable en deux forces X et Y , 
parallèles aux axes coordonnés : or , par la nature des 
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équations (38) et (3g) , les composantes parallèles aux axes 
coordonnés étant nulles , nous tomberions dans une con- 
tradiction. 

Lorsque l’équation (4o)' n’est pas satisfaite , les équations 
(38) et (3q) ne suffisent pas pour obtenir l’équilibre. En 
effet , soit R la résultante de toutes les forces, hors P et P' ; 
ayant réduit le système aux trois forces P , P' et R , ces 
forces ne pourront concourir en un point , parce que l’é- 
quation C4o) n’est pas satisfaite; par conséquent le point de 
concours B ( fig. aog ) des forces P et P' ne sera pas le 
même que le point d’application A de la force R. Nom- 
mons R' la résultante des forces P et P' ; et supposons 
que R et R' forment respectivement avec les axes coor- 
donnés des angles a, b , e ta', b', nous aurons 

R' cos a' = P cos * -f- P' cos a, 

R' cos b' = P cos G -f- P' cos G', 

R cos q = P" cos tù" -f- P w cos *" -f- etc. , 

R cos b — P" cos G“ P" cos G’ -j- etc. 

Au moyen de ces valeurs les équations (38) et (3g) , 
deviendront 

R cos a — — R' cos a', 

R cos b — — R' cos b'. 

Ces composantes étant égales et de signes contraires , il 
suit de là que si R cos a et R cos b sont représentés par 
les droites AC et AD , les deux autres composantes le 
seront par les droites BE et BF, respectivement égales à 
AC et à AD ; par conséquent les rectangles CD et EF 
seront égaux. D’où il résulte que les forces R et R’ repré- 
sentées par les diagonales de ces rectangles , seront égales 
et parallèles. Ainsi en supposant que les forces R ’ et R' 
agissent par pulsion, la force R transportera le point A 


> 


Fig. a<>9. 
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en A', tandis que R' transportera le point B en B'; et 
comme , d’après ce qui précède , ces forces ont la même 
intensité , les points A et B parcourront des chemins 
égaux ; de sorte que l’effet de ces forces sera de faire 
prendre à la droite AB , la position A'B', et par consé- 
quent lui imprimera un mouvement de rotation autour du 
point O. 

On a donné aux équations ZP cos « =i o et ZP cos ff = o, 
le nom d 'équations (T équilibre de translation , et à l’équa- 
tion ZP p = o , celui d’équation d'équilibre de rotation. 


Note [ 4 ], page 66. 

Voici de quelle manière on peut exécuter cette opéra- 
tion. On réduira d’abord , art. 97 , toutes les forces situées 
F!g. aïo. dans le plan des x, y, à deux résultantes MA et NB (Gg. ai o) 
égales et dirigées en sens contraires ; on en fera autant 
à l’égard des forces parallèles à l’axe des z, et il ne s’agira 
plus que de composer , deux à deux , les quatre résultantés 
qu’on aura ainsi obtenues. 

Pour cela , soient P et Q les points où les deux résul- 
• tantes parallèles à l’axe des z rencontrent le plan des x , 

il faudra faire ensorte qu’en changeant les directions de MA 
et de NB , ces forces passent par les points P et Q. On 
parviendra à ce but par la construction suivante : Sur le 
prolongement de PM , on formera le parallélogramme 
AMDC, et en prenant NE = MD, on formera le second 
parallélogramme BNEF : alors on pourra substituer au 
système des forces MA et NB celui des forces MA , NB , 
MD et NE , parce que ces dernières , directement op- 
posées - , se détruisent ; remplaçant ces quatre forces par 
les diagonales MC et NF , çes diagonales , d’après notre* 
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construction , seront égales et dirigées en sens contraires -, 
et comme alors la direction de MC passera par le point P , 
on y transportera le point d application JM de cette foice. 
Par le même procédé, on changera la direction de NF , et 
l’on transportera le point d’application de cette force au 
point Q. De cette manière le système des forces situées dans 
le plan des x, y se réduira à deux forces égales dirigées en 
^ns contraires, qui rencontreront aux points P et Q, les 
forces de même genre PZ' et QZ", parallèles à l’axe des z ; 
par conséquent la résultante des deux forces situées au 
point P , sera égale à la résultante des forces situées en Q , 
et agira en sens contraire. 


Note [ 5 ] ,page 100. 

Nous avons dit , art. 181 , que si la puissance P (fig. n 5 ) Fig. >iS. 
était dirigée en sens contraire de la résultante , la charge 
du point d’appui serait P-f-S— P'. Si l’on en avait quelque 
doute , soit R la résultante de P + S ; le système des forces 
sera remplacé par celui de la figure 211. Le point d appui 
étant pressé par CB , fait résistance a ce levier ; par con- 
séquent C a l’effet d’une force qui agirait suivant CL. 

Soit L cette force , nous aurons 

L + P' = R; 

donc 

L = R — P': 

mettant pour R sa valeur P -f- S , il viendra 
L — P + S — V. 

Or il est évident que la force L qui tend à entraîner le 
point C, a la même intensité que la force qui pousse le 


N 0 T E-fi. 
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levier contre le point d’appui ; par conséquent l’intensité 
de L mesure la pression que supporte le point d’appui. 


Note [6 ] , page 1 54- 

La vitesse étant représentée par la droite mm' (£g. aia ) . 
si l’on abaisse des extrémités m et m! les perpendici? 
laires mn et m'n sur l’axe des x , il est possible que ces 
perpendiculaires ne soient plus parallèles ; mais cette 
circonstance n’empêche pas que l’on n’ait encore 

nti’ = mm f cos *. 

Yoici de quelle manière je le démontre : Je fais passer 
par les points n et n' les plans KL et K'L', perpendi- 
culaires à nn' : alors toutes les perpendiculaires menées 
aux points n et »' de l’axe des x , doivent se trouver 
dans ces plans ; donc les perpendiculaires mn et m'n y 
seront renfermées. Cela posé , si parle point m nous menons 
jusqu'à la rencontre du plan K'L', une parallèle mo à l’axe 
des x, les droites mo et nn' seront égales comme paral- 
lèles interceptées par des plans parallèles , et le triangle 
m'mo sera rectangle en o , parce que mo étant perpen- 
diculaire au plan K'L', devra l’être à toute droite tracée 
dans ce plan par le point o. Il suit de là qu’on a 

mo = mm ' cos m'mo ; 

or l’angle m' mo étant égal à « , cette équation devient 
mo = mm' cos «; 

et comme nous avons vu que mo était égal à nn', nous 
avons donc aussi 

t ' nn' = mm' cos «. 
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Note [7] , page 181 


Pour obtenir l’intégrale du premier membre de l’équa- 
tion (1 4g) , j’intègre par parties , ce qui me donne 

j'dp 1/1 + p % — p l/i — ypr=jj= C aG8 )- ; 

D’une autre part, je multiplie et divise dp l^T+p* par 
l/ 1 -j-p a , et j’obtiens l’équation identique 

4>l/7^ = _± = ,. + -£t, ' 

P /i+p‘ v/i+^' 

* 

et en intégrant , je trouve 

fo vr+F- = /■_£= + /4â= <•%>.- 

•/ ./ l/i-j-p 1 J l/ 1 -f-p 1 

Ajoutant cette équation à l’équation (268) , et divisant 
par a , j’ai ce résultat 

fdp l /i+p a = ïP l/i + p a + i f *7==- • • ( a 7 0 )’ 
*/ ' d 1/ 1 4- P 1 


Pour intégrer 


dp 


, , je fais 


d’où je déduis 


l/i+p* 

j/l+f>*=p + li 

v/i + P* — P ~ z; 


dilFérentiant et réduisant au même dénominateur , je 
trouve \ 

\/i+P ! 


/p-^+^N 
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par conséquent , 

dp ___ dz 

. . v'hFp 3 * * 

Intégrant , j’ai 

f~ 7 ÿ — — = — log * = — log ( \/i + p* — p). 

J K 1-fp 1 

Cette intégrale peut se mettre sous une autre forme ; car 
l’équation identique 1 -f- = 1 , décomposée eu 

facteurs f nous donne 

.1 - • 

( V 1 + P* — P) (V / i+P' , + p)= i: 
on tire de cette équation , 


1 + i 


P = 


V 1 +p“+p 

Au moyen de cette valeur , l’intégrale que nous venons 
d’obtenir devient 

f d t__ — 

J |/ 1 4 -p* 


log- 


■ = log( l/ 1 -f-p a +P)» 


v/i+p* ° 1 +P“ + P 

et l’équation (270) peut être changée en 

fdpVr +P* = ?P V^+~F+ î log ( l/i 4 -p* 4 -p). 

A l’égard de l’intégrale du second membre de l’équatioa 
(149) , j’observe que puisqu’on a en général 

de ax — e ax adx , 

on trouve 

J'e** dx = ~: 

comparant e* m [ds à cette formule , on obtient 
j'e lms ds — 


am* 
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On parviendrait encore plus promptement à/ trouver 
l’intégrale qui entre dans le second membre de l’équation 
(370) , en opérant de la manière suivante : On multiplierait 
dp 1 — * 

P 31 " P+K | +f>‘i ce qui donnerait , en ré- 

V‘+P 
duisant , 


__pdp_ 

l/i +p= 


+ dp. 


Mais pour détruire l’effet de cette multiplication, on di- 
viserait ce résultat par p + l /î' + j? , et l’on obtiendrait 
une fraction dans laquelle le numérateur serait la diffé- 
rentielle du dénominateur -p -f- par conséque nt 

on verrait que 1 expression — — a pour intégrale 

Vi -h P 1 * 6 

lo S O + V 1 +Pl, valeur qu’on substituerait dans l’équa- 
tion (270). 


Note £ 8 J , page 1 88 . 

En général supposons que l’on ait 

m : m p : q ; 

on représentera par m l’unité de masse , et par V , V' et v 
les vitesses respectives qui animent les masses M , M' et m , 
et l’on aura 

m : m :: v : v, M' : m :: v : V' 

d’où l’on tirera 

M : M' :: Y' : v. 

* 4 f- 

Mais si les masses M et M' sont incommensurables , re- 
présentons par m une masse très-petite qui .ne soit pas 
contenue un nombre juste de fois dans les masses M et M', 

ai 
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et appelons p et q les quotiens de M et de M' par m : 
et J', y les restes , nous trouverons 

M = pm -f- . 

et 

M' = qm -+• y- 

Nommons V et Y' les vitesses qui animent les masses pm 
et qm , on aura , dans le cas où elles se font équilibre , 

Y : Y ' Il qm l pm. i 

Or plus m sera petit, plus i' et y le seront; de sorte 
qu’en regardant i' et y comme au-dessous de toute quan- 
tité donnée , on pourra mettre M et M' à la place de pm 
et de qm ; ce qui donnera 

v : Y' :: m' : m. 


Note [ 9 ] , page ni. 

Quoique l’équation cos* cos «t'+cos C cos £ -f-cos y cosy'= o 
qui existe entre deux droites perpendiculaires dans l’espace, 
soit démontrée dans ma Théorie des Courbes et des sur- 
faces du second ordre , ainsi que dans les autres Traités 
de Géométrie analytique , je vais en donner une démons- 
tration qui paraîtra peut-être plus simple et plus directe. 

Fig. ai3. Acet effet, menons par l’origine A (fig. s \ 3) lesdroites AB 
et AC parallèles aux droites données dans l’espace ; elles 
feront entr elles le même angle BAC=ap que ces droites. Pour 
déterminer le cosinus de cet angle , prenons les parties 
AB et AC égales, et représentons - les l’une et l’autre 
par t ; en menant par les extrémités de ces droites la 
ligne BC , et en abaissant sur AC la perpendiculaire BE , 
cous aurons 

AB cos ç = AE AC — EC , 
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en 

r cos ç = r — EC (271).' 

Pour déterminer EC , abaissons la perpendiculaire AD 
sur le milieu de BC ; les triangles rectangles ADC , 
EBC qui ont un angle commun C, sont semblables, et 
donnent la proportion 

ac : cd :: bc : ec , 

ou 

RC • 

r : — :: bc : EC; 

donc 

• *» EC = — BC 1 . 

ar 

Substituant cette valeur dans l’équation (271), nous 
aurons 

r cos <p = r — .BC a . . . .(272). 

Il ne s’agit plus que de trouver l’expression analytique 
de BC. Pour cela , nous remarquerons que les droites 
AB et AC faisant par hypothèse avec les axes rectangu- 
laires , des angles te, ff, y et C', y' , les coordonnées 
des points B et C seront respectivement 

jcos«, rcosf, r cos y, et r cos r cos C', rcosy'. 
Substituant ces valeurs dans l’expression du carré de la 
distance des deux points , nous trouverons 

BC* = ( r cos « — r cos *')* - 4 — ( r cos G — r cos G')* 

( r cos y — r cos y' ) a ; 

mettant le facteur commun r en dehors et développant ; 
nous obtiendrons 

BC* = r* ( cos 1 « -f- cos* G -f- cos’ 1 y ) 

-4- r 1 ( cos* ce -f- cos* C -f- cos 1 y ) 

— 2 r 1 (cos « cos té -{- cos C cos G' -f- cos y cos y ). 
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La somme des carrés des cosinus étant égale à l’unité g 
art. i 5 , cette équation se réduit à 

BC a = 2 r* — 2 r A (cos « cos a -J- cos G cos G' -f- cos V cos jf) . 
Mettant cette valeur dans l’équation (272), réduisant et 
supprimant le facteur commun r, on trouvera 

cos Ç = cos et cos et -f- COS » COS ~ + COS y COS y'. 

Si l’angle <p est droit, on a 

N- « 

cos <p = o, 

et cette équation se réduit à 

COS et COS et' + cos G cos G' -j- cos y cos y' = oé 


Note [ i°] , page 

La détermination des momens d’inertie devant s’appli- 
quer à des corps plutôt qu’à des lignes et à des surface* 
qui ne sont que des abstractions , proposons - nous de 
trouver le moment d’inertie d’un corps terminé par une 
surface dont l’équation serait donnée. Mais avant que de 
résoudre ce problème , nous allons nous occuper du sui- 
vant qui servira à en faciliter la solution. 

Trouver le moment d’inertie d’une surface plane BAG 
g. ai/j. (%• 2l 4 ) comprise entre les axes rectangulaires Ax et 
A y, et dont le plan serait perpendiculaire à l’axe fixe Az , 
mené par l’origine. 

Pour cet effet, soit Mp une tranche élémentaire parallèle 
à l’axe des y ; nous pourrons regarder cette tranche comme 
un assemblage *de petits élémens rectangulaires posés lea 
uns sur les autres. Représentons par dm l’un de ces élé- 
mens , et par mA sa distance à l’axe fixe ; le moment^ 
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d’inertie de dm sera évidemment 


5a5 


• « A m X dm, 

» , 

et en remplaçant dm par dxdy , et Am par x* -f- y' , 
nous aurons pour le moment d inertie de dm , 

** I 

(x’-^y) dxdy (273). 

Soit dm' un second élément qui reposerait sur dm , et 
qui , correspondant à la même abscisse , aurait y' pour 
ordonnée , le moment d’inertie de dm serait 

(x>-+- y>) dxdy'. 

En général, soient y , y' , y", y m , etc. les ordonnées 
successives d’une suite d’élémens qui reposeraient les uns 
sur les autres et qui correspondraient à la même abs- 
cisse , la somme des momens d’inertie de ces élémejis sera 
exprimée par 

( x 1 -f- y ) dxd y -4* (x*+ y* ) dxdy' -f- ( x*-j-y" 1 ) dxdy * 

-f- ( x 2 -f- y 1 ) dxdy"' -f- etc. ; 

x et dx étant les mêmes dans cette suite de termes , oa 
peut récrire de cette manière , 

x?dx ( dy -f- dy' -f dy" -f- dy" -f- etc.) 

+ dx ( fdy -f- ÿ'dÿ -f- y”'dy" -f- y m ‘dy * -f- etc. ). 

Ces expressions reviennent évidemment à 

. xVx fdy -f- dx fy*dy (274) > 

et n’expriment autre chose que l’expression (273) qu’on 
intégrerait en y regardant x et dx comme des, cons- 
tantes. 

i 

■ 

I 
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\ * •» 
En effectuant les intégrations indiquées , on trouva 

x*dx.y + dx.^L. 

Cette expression prise entre les limites y = o et ^ = PM,' 
donnera pour le moment d’inertie de la tranche élémen- 
taire M p, 

PM 3 

x'dx X PM + dx X -j- (275). 

" Considérant maintenant la surface ABC comme composée 
de tranches élémentaires parallèles à l’ordonnée PM ; 
lorsqu’on passera de l’une de ces tranche^ à l’autre , l’or- 
donnée PM qui entre dans l’expression (275) , variera en 
raison de la valeur qu’on donnera à x; par conséquent 
on devra regarder PM comme une fonction de x : cette 
fonction sera donnée par l’équation de la courbe. Ainsi, 
en supposant que cette équation soit représentée par 


y — f*> 

il faudra , dans l’expression ( 27B ) , changer PM cnfr , 
et nous aurons pour le moment d’inertie de l’élément de 
la surface plane ABC , 


x'dx.fx -f- 


dx {fxf 
3 * 


* 


Cette expression étant intégrée entre les limites x—o et 
x = AB , nous donnera le moment d’inertie de la surface 
plane ABC. 

Si la courbe, au lieu d’être renfermée dans l’angle ykx , 
s’étendait dans les autres angles formés par le prolongement 
des axes coordonnés , le moment d’inertie de l’aire de 
cette c'ourbe se déterminerait de la même manière , 
moyennant que les intégrales fussent prises entre les li- 
mites convenables. ' / 


\ 


1 
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La même marche que uous avons employée pour déter- 
miner le moment d'inertie d’une surface courbe donnée par 
une équation, peut être suivie lorsqu’on veut obtenir le 
moment d’inertie d’un volume terminé par une surfaee 
courbe dont l’équation serait donnée. 

En effet , soit ABCD ( fig. ai5 ) un solide compris entre F>g- ai5. 
trois plans rectangulaires coordonnés et une surface courbe. 
Représentons l’équation de cette surface par 

/(*, y , z) = o (276). ; 

on regardera le solide comme composé de parallélipipèdes 
élémentaires posés les uns sur les autres ; le .moment d’iner- 
tie de l’un de ces parallélipipèdes par rapport à l’axa 
AB , sera 

(x* + y) dxdydz ; 

intégrant en ne faisant varier que z , on trouvera 
(** + y* h zdxdy , 

*t en prenant l’intégrale entre les limites z = 0 etz=PM , 
on obtiendra pour l’expression du moment d'inertie du pa* 
rallélipipède élémentaire dont PM sera la hauteur , 

(i s + /) dxdy X PM. 

Si l’on suppose que l’équation (276) de la courbe étant 
résolue par rapport à z , donne 

* = 9 (x, y) , 

on remplacera PM par cette valeur de z, et l’on aura 
(x* + y)dxdy X <p (x, y): 

alors, en regardant x et dv comme constans , l’intégrale de 
cette expression représentera le moment d’inertie d’une por- 
tion de tranche élémentaire , disposée parallèlement au plan 
des zy -, l'intégrale obtenue dans cette hypothèse ne pourra 
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être qu’une fonction de la variable y et des constantes x et 
dx , dont la dernière n’entrera dans la fonction que comme 
facteur commun-, par conséquent cette fonction aura évi- 
demment la forme 

F O, y) X dx (377) , 

et pour qu’elle représente toute la tranche élémentaire abc t 
il faudra prendre cette intégrale depuis le point a ou 
= o , jusqu’au point c ou _y = ac. Or ac n’est autre 
chose que l’ordonnée y de la courbe CcD, dont A a=x 
Serait l’abscisse; l’équation de la courbe CcD s’obtient en 
v faisant z—o dans l’équation (276) de la surface courbe 
qui donne alors 

y —fx\ 

mettant cette valeur à la place de y dans l’expression 
(277) , on obtient , pour le moment d’inertie de la tranche 
élémentaire bac , 

F (x, fx ) X dx% 

on plus simplement dx Fx. Regardant maintenant x comme 
variable , et intégrant entre les limites x= o et x = AD , 
on aura enfin le moment d’inertie du volume proposé. 
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